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ВВЕДЕНИЕ 

Кибернетические системы различного назначения содержат 
в сигналах и структурах избыточность, которая используется для 
улучшения качества функционирования систем. В одних системах 
эту избыточность искусственно вводят для обеспечения заданно-
го качества функционирования, в других системах она естествен-
ным образом присутствует, и управление такими системами пред-
ставляет серьезные трудности. К системам первого класса отно-
сятся различные вычислительные устройства и процессы, к сис-
темам второго класса — роботы-манипуляторы, оснащенные 
многозвенными механическими «руками» с автоматизированным 
приводом. Целью настоящей работы является исследование избы-
точных структур, которые описываются обыкновенными или 
дифференциальными уравнениями и их аналогами, и разработка 
регулярного метода введения и использования избыточности 
в таких системах [7, 8]. 

Рассматриваемые системы первого и второго класса описыва-
ются однотипными уравнениями, в которых число переменных 
больше числа уравнений связи. Поэтому важной задачей являлось 
определение структуры уравнений с неопределенными коэффи-
циентами, которые могут рассматриваться как инструменты 
управления при достижении различных целей в системах обоих 
классов, и доказательство эквивалентности исходных уравнений 
новым уравнениям с избыточностью, что важно для систем пер-
вого класса. Этот материал изложен в § 1, 2 и 3 данного пособия. 

Выработке единой точки зрения на системы способствовал 
лингвистический подход, который позволил для систем первого 
класса определить уровни введения избыточности, а для систем 
второго класса — иерархическую структуру управления робота-
ми-манипуляторами. 

Вычислительная техника в настоящее время является основ-
ным средством для решения важных научно-технических, эконо-
мических и военных проблем. Качество решения задач зависит 
в общем случае от вида решаемой задачи /З/, от используемой 
вычислительной аппаратуры /А/, от применяемого вычислитель-
ного метода /М/ и от вида помех /П/: 
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γ = Г/З, А, М, П/,   (В.1) 

где γ — качество решения задачи (надежность, точность, помехо-
устойчивость, быстродействие, удобство программирования и ин-
терпретации полученных результатов и др.). 

Помехи различного рода — сбои и отказы вычислительной ап-
паратуры, наводки и дрейфы в аналоговых машинах, ошибки ок-
ругления и ошибки от неточных цифровых алгоритмов интегри-
рования и др. снижают качество решения задач и заставляют ис-
кать средства для борьбы с помехами на различных уровнях вы-
числительного процесса. 

Для решения каждой конкретной задачи имеется свое наилуч-
шее сочетание используемой аппаратуры и вычислительных ме-
тодов [46]. Одно из основных средств достижения заданных по-
казателей качества вычислительного процесса — это введение 
избыточности на различных этапах его осуществления. 

С точки зрения обобщенного программирования вычислитель-
ный процесс может быть представлен как цепочка следующих 
преобразований: 

Яч → Яос → Япр → Ям → Яр, (В.2) 

где Яч — язык человека, на котором формулируется задача; Яос — 
язык основных соотношений (математических зависимостей 
и формул); Япр — язык процессов, программ и блок-схем; Ям — 
машинный язык напряжений и кодов вычислительного устройст-
ва; Яр — язык результатов вычислений, понятный человеку-опе-
ратору. 

Представленный таким образом вычислительный процесс со-
стоит ИЗ преобразований на каждом из языков и из переводов 
с одних языков на другие. На каждом из этих этапов действуют 
помехи: ошибки, которые возникают из-за несовершенства аппа-
ратуры, ошибки численных методов, ошибки программирова-
ния [30]. Например, при преобразовании Яос → Япр возникают 
ошибки аппроксимации точных математических формул машин-
ными алгоритмами, а на уровне Ям могут действовать сбои и от-
казы элементов вычислительного устройства. 

Ненадежность аппаратуры А проявляется главным образом 
на уровне Ям. Большинство работ по повышению надежности 
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вычислительных машин сконцентрировано на решении проблемы 
повышения надежности именно на этом уровне или вблизи него. 

В настоящей работе анализируются возможности повышения 
качества вычислительного процесса в целом за счет введения из-
быточности на других уровнях, и прежде всего на уровне основ-
ных соотношений Яос. 

Все методы улучшения качественных показателей, и в частно-
сти, надежности, связаны с эквивалентными преобразованиями 
алгоритмов, формульных зависимостей или схем. Так как в на-
стоящее время еще не разработана алгебра алгоритмов, которая 
позволяла бы производить эквивалентные преобразования алго-
ритмов, то естественно обратиться к обычной алгебре и анализу, 
где такие преобразования выполняются простым и естественным 
образом, и попытаться разработать метод помехоустойчивого ко-
дирования именно на уровне описания задач языком обычной ал-
гебры и анализа, тем более, что вычислительные машины весьма 
часто  предназначены, в конечном счете, для решения тех или 
иных задач из обычной алгебры и анализа. Разработанный метод 
избыточных переменных является попыткой реализовать эти воз-
можности. 

Основная идея метода избыточных переменных заключается 
в следующем. Имеется исходная задача в виде конечных, диффе-
ренциальных, разностных или интегральных уравнений, в кото-
рых участвуют yi, i = 1, 2,…, n исходных переменных. Для повы-
шения качества решения предлагается, во-первых, вместо исход-
ных переменных ввести новые переменные xj, j = 1, 2,…, l, l > n. 
Переменные yi и xj могут быть связаны между собой произволь-
ным образом, но обязательно так, чтобы можно было вычислить 
исходные переменные в функции от новых переменных. Наибо-
лее разработанный вариант — когда yi являются линейными 
функциями от xj. 

Во-вторых, на новые переменные накладываются дополни-
тельные условия, и вместо исходной задачи с n переменными ре-
шается преобразованная исходная задача, тесно перемешанная 
с дополнительной задачей, причем в расширенном вычислитель-
ном процессе участвуют nl переменных. По правильности реше-
ния заранее известной дополнительной задачи можно судить 
о правильности протекания всего вычислительного процесса 
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в целом и принимать меры по его исправлению в случае обнару-
жения нарушений. Дополнительные задачи обычно называются 
контрольными условиями. 

С помощью специально выбранных контрольных условий 
можно косвенно контролировать протекание вычислительного 
процесса для различных задач, решение которых заранее не было 
известно. Поэтому важной проблемой, которая рассматривалась 
в данном пособии, был анализ возможностей контроля с помо-
щью различных видов контрольных условий и на различных 
уровнях. 

Введение избыточности позволяет не только организовать кон-
троль, но и управлять1 вычислительным процессом как на осно-
вании априорных данных о помехах, так и на основании текущего 
контроля процесса. Поэтому другой важной проблемой были раз-
работка и анализ способов управления — с помощью обратной 
связи, коррекции вперед, непрерывной и дискретной коррекции, 
с помощью перестройки структуры избыточной вычислительной 
системы и др. 

Введение избыточности, безусловно, ведет к усложнению вы-
числительного процесса, но придает ему новые качества контро-
лируемости и корректируемости [6]. Следует подчеркнуть отли-
чие этих качеств от уже установившихся понятий наблюдаемости 
и управляемости. 

Наблюдаемость является необходимым, но недостаточным ус-
ловием для организации контроля. Точно так же управляемость 
является необходимым, но недостаточным условием для органи-
зации целенаправленной коррекции динамических систем с избы-
точностью. 

Как только люди начали вычислять, встал вопрос о контроле 
вычислений, и у бухгалтеров сложились свои приемы контроля 
вычислений, основанные на некоторых свойствах чисел. Гаусс 
полагал проблему контроля вычислений важной, но не представ-
ляющей особого труда. С появлением численных методов реше-
ния дифференциальных уравнений, со времен Адамса и Левер-
рье, вопрос о контроле вычислений зазвучал в полную силу. 

                                                        
1 Управление — осуществление совокупности мероприятий, направленных 

на поддержание или улучшение функционирования управляемого объекта. 
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А.M.Ляпунов и Н.Г.Четаев вплотную подошли к этой проблеме 
при исследовании динамических систем. В связи с развитием вы-
числительной техники вопросы контроля вычислительных про-
цессов приобрели особую остроту, так как для многих задач тре-
бовалось получать решение на длительных интервалах времени 
и при исследовании очень сложных систем уравнений, и так как 
вычислительные машины стали использоваться для целей управ-
ления. 

Возможности использования избыточности для борьбы с по-
мехами были впервые осознаны в технике связи еще в 30-е годы, 
с появлением и развитием теории информации получило даль-
нейшее развитие понятие избыточности. Термин «избыточность» 
был введен в русскую техническую литературу при переводе 
классической работы К.Шеннона в 1953 г. Н.А.Железновым, 
с именем которого тесно связана разработка проблемы избыточ-
ности в информационных системах. 

Следующий шаг в разработке способов использования избы-
точности — применение в ЦВМ дискретных кодов, позволяющих 
обнаруживать и исправлять некоторые сбои и отказы аппаратуры. 
Однако большинство используемых в технике связи кодов не го-
дятся для применения в ЦВМ, так как они не являются инвари-
антными по отношению к арифметическим операциям. Таким 
свойством обладают арифметические коды. Любой арифметиче-
ский код задает контрольные соотношения, сводящиеся к вычис-
лению остатков от деления заданного числа на одно или несколь-
ко фиксированных чисел, называемых модулями. В системах ос-
таточных классов рассматриваются такие арифметические коды, 
в которых не только контрольные соотношения, но и основное 
число задается с помощью остатков по некоторым модулям. Ко-
дирование в остаточных классах является важным средством для 
повышения надежности цифровых машин. Метод избыточных 
переменных может рассматриваться как способ функционального 
кодирования, а получающиеся при этом коды-функции оказыва-
ются инвариантными относительно операций, определенных 
в структуре машины. 
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ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ МЕТОДА  
ИЗБЫТОЧНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ (МИП) 

Автоматические информационные системы предназначены для 
достижения определенных целей или для решения определенных 
задач. Если различные внутренние или внешние мешающие фак-
торы препятствуют достижению цели, то вводят избыточность на 
том или иной уровне. Избыточность определяется по отношению 
к структуре или алгоритму минимальной сложности. Можно раз-
личать системы одноцелевые и многоцелевые. Природа и харак-
тер использования избыточности в этих системах во многом от-
личаются. В одноцелевых системах, которые главным образом 
рассматривались при исследовании использования избыточности, 
избыточность вводится в структуру, в сигналы или алгоритмы 
минимальной сложности для обеспечения необходимой точности, 
надежности или помехоустойчивости, при этом улучшение каче-
ственных показателей достигается за счет дополнительных затрат 
аппаратуры или времени. 

В системах многоцелевых имеется естественная избыточность, 
которая определяется тем, что такие системы предназначены для 
выполнения многих заданий, и при выполнении каждого из зада-
ний появляется избыточность в числе степеней свободы, объеме 
памяти и т.д. В одних системах, таких как УЦВМ, стремятся ис-
пользовать появляющуюся избыточность за счет одновременного 
выполнения заданий, организуют вычислительные системы с раз-
делением времени между пользователями. 

В других многоцелевых системах, таких как манипулятор, на-
личие избыточных степеней свободы, во-первых, вызывает труд-
ности в управлении системой, во-вторых, позволяет повысить 
точность и надежность выполнения заданий. 

Целью настоящей работы не является анализ различных много- 
и одноцелевых систем с избыточностью, который примыкает 
к общей теории систем, в работе рассматривается вопрос об ис-
пользовании избыточности, во-первых, в одноцелевых системах — 
вычислительных процессах для решения конечных и дифферен-
циальных уравнений и их дискретных аналогах, и, во-вторых, 
в многоцелевых системах типа манипулятор. Эти две большие 
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задачи объединены общностью используемого математического 
аппарата и родством технических идей. 

§ 1. Системы с естественной и искусственно введенной  
избыточностью 

В живой природе встречается множество систем, в которых 
один какой-либо орган предназначен для решения многих разно-
родных задач. Например, человеческая рука является весьма уни-
версальным инструментом. 

Механические руки манипуляторов тоже предназначены для 
выполнения многих работ, поэтому их кинематические схемы со-
держат значительно большее число степеней свободы, чем то, 
которое необходимо для выполнения какой-либо одной работы. 
На рис. 1 изображена кинематическая схема руки манипулятора, 
где xi, yi, zi — координаты шарниров. Каждый шарнир обычно 
имеет одну или две угловых степени свободы, изменяя которые 
с помощью автоматизированного привода, изменяют положение 
конечной точки руки-схвата с инструментом так, чтобы выпол-
нить ту или иную работу — завинтить гайку, взять предмет и пе-
ренести его в заданное место и т.п. Для выработки сигналов, 
управляющих приводами руки манипулятора, необходимо по-
строить ее математическую модель. Система алгебраических 
уравнений с переменными-координатами шарниров и может быть 
такой моделью: 

ݔ) − ଵ)ଶݔ + ݕ) − ଵ)ଶݕ + ݖ) − ଵ)ଶݖ = ݈ଵ
ଶ,   

ଵݔ) − ଶ)ଶݔ + ଵݕ) − ଶ)ଶݕ + ଵݖ) − ଶ)ଶݖ = ݈ଶ
ଶ, (1.1) 

ଶݔ) − ଷ)ଶݔ + ଶݕ) − ଷ)ଶݕ + ଶݖ) − ଷ)ଶݖ = ݈ଷ
ଶ,  

ଷݔ) − ସ)ଶݔ + ଷݕ) − ସ)ଶݕ + ଷݖ) − ସ)ଶݖ = ݈ସ
ଶ, 

где li, i = 1, 2, 3, 4 — длины соответствующих стержней. 
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Рис. 1. Кинематическая схема руки манипулятора 

Определение координат шарниров в функции от координат 
схвата ݔସ, ݕସ, ݖସ, которые обычно задаются с верхнего уровня 
управления, и составляет главную задачу управления манипу-
лятором. Для ее решения необходимо решать систему уравне-
ний (1.1), в которой число переменных больше числа уровней 
связи. Если в качестве переменных рассматривать угловые коор-
динаты в шарнирах, то опять-таки ситуация останется прежней — 
в математической модели число уравнений связи будет меньше 
числа переменных. 

Анализ различных многоцелевых систем типа манипулятор 
показывает, что они описываются системами конечных уравне-
ний, в которых число переменных больше числа уравнений: 

,ଵݔ)ܨ ,ଶݔ … , (ݔ = 0, ݆ = 1,2, … , ݉, ݉ ≤ ݊.  (1.2) 

Разница в числе переменных и числе уравнений n-m называет-
ся естественной избыточностью систем типа манипулятор. 

Рассматриваемые нами однофункциональные системы предна-
значены либо для решения систем конечных уравнений типа (1.2), 
либо для решения обыкновенных дифференциальных уравнений: 

ௗ௫
ௗ௧

= ݂(ݔଵ, ,ଶݔ … , ,ݔ ,(ݐ (0)ݔ  = ,ݔ ݅ = 1, 2, … , ݊, (1.3) 

либо для решения смешанных систем этих типов. В такие систе-
мы искусственно вводят избыточность для улучшения качества 
вычислительного процесса. Рассмотрим этот вопрос подробнее. 

X1Y1Z1 

X0Y0Z0 

X3Y3Z3 

X2Y2Z2 

X4Y4Z4 

l1 

l2 l3 

l4 
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Многие задачи описываются уравнениями (1.2, 1.3). Вычисли-
тельные процессы для решения этих уравнений реализуются на 
цифровых и аналоговых вычислительных машинах и устройствах 
и протекают при наличии различных помех, сбоев и отказов. 
Поэтому возникает необходимость контролировать вычислитель-
ный процесс и корректировать его в зависимости от результатов 
контроля. 

Вычислительные устройства предназначены для решения тех 
или иных уравнений, и поэтому логично контролировать их по 
тому, как эти уравнения решаются. Например, если требуется 
воспроизвести окружность: 

ଶݔ + ଶݕ = ܴଶ  (1.3а) 

— такая задача часто встречается при программном управлении 
станками [26] — то резонно проверять работу такого вычисли-
тельного устройства (рис. 2) по выполнению функции (1.3а), т.е. 
выработанные устройством величины x и y в виде напряжений 
или числовых кодов должны поступать в контрольный орган КО, 
где они должны возводиться в квадрат, складываться, и результат 
должен сравниваться с величиной ܴଶ . Если результат сравнения 
равен 0, то вычислительное устройство работает правильно, если 
же разница между ними выходит за пределы допустимого, то это 
свидетельствует о неисправности устройства, и его надо коррек-
тировать. Такой способ контроля можно назвать контролем по 
воспроизводимой функции. 

 

Рис. 2. Схема вычислительного устройства с контролем  
по вычислительной функции 

Y 

X 

Y2 

R2 

X2 

ВУ 

КО

? 
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Оценим возможности такого контроля. Во-первых, оценим 
сложность вычислительного устройства и контрольного органа. 
Как известно, окружность может воспроизводиться при решении 
дифференциальных уравнений: 

ௗ௫
ௗ௧

= ,ݕ ௗ௬
ௗ௧

=  (1.4) ݔ−

с начальными условиями x(0) и y(0), удовлетворяющими задан-
ному конечному уравнению. Вычислительное устройство в этом 
случае может состоять из двух непрерывных интеграторов и од-
ного инвертирующего усилителя или двух цифровых интеграто-
ров с небольшим количеством логических схем. Контрольный 
орган в нашей задаче содержит два квадратора и сумматор. 
Он оказывается значительно сложнее самого вычислительного 
устройства, и достоверность такого контроля невелика. Это лишь 
один недостаток контроля по воспроизводимой функции. 

Другой его недостаток, пожалуй, самый существенный, за-
ключается в том, что часто неизвестны функции, которые должны 
получиться в процессе решения. Например, если в устройстве 
решается система дифференциальных уравнений: 

ௗ௫
ௗ௧

= ଵ݂(ݔ, ,ݕ ,(ݐ ௗ௬
ௗ௧

= ଶ݂(ݔ, ,ݕ  (1.5) ,(ݐ

то в большинстве случаев совершенно неизвестен первый инте-
грал, неизвестно конечное уравнение, которое связывает пере-
менные x и y, и которое может быть использовано для построения 
такого контрольного органа. 

Таким образом, необходим какой-то другой подход к осущест-
влению контроля над вычислительным процессом. Контроль 
можно было бы осуществить, если бы удалось примешать к ос-
новной задаче, которую требуется решать в устройстве, какую-то 
дополнительную, простую, и по правильности решения этой до-
полнительной, контрольной задачи судить о правильности реше-
ния основной задачи. Но применить эту идею хотя бы к решению 
уравнения окружности нельзя, так как если мы свяжем перемен-
ные x и y каким-либо другим уравнением, например, 

ݔ + ݕ = 0, (1.6) 
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то это будет противоречить исходному уравнению (1.3a). Ведь это 
уравнение задает все точки на окружности, а система уравнений 
(1.3a) и (1.6) будет определять лишь две точки, что недопустимо. 

Но если ввести новую, третью переменную в задачу, искусст-
венно ввести избыточность, то оказывается возможным наложить 
контрольное условие. Действительно, если положить 

ݔ = ∑ ܽݔ , ݕ = ∑ ܾݔ , ݆ = 1, 2, 3, (1.7) 

то вместо исходного уравнения (1.3) получим уравнение: 

(∑ ܽݔ
ଷ
ୀଵ )ଶ + (∑ ܾݔ

ଷ
ୀଵ )ଶ = ܴଶ, (1.8) 

которое определяет целую поверхность в трехмерном простран-
стве. И вот на новые переменные уже можно наложить дополни-
тельное контрольное условие, например, такое: 

ଵݔ + ଶݔ + ଷݔ = 0. (1.9) 

Таким образом, в вычислительном устройстве теперь будут 
решаться уравнения (1.8) и (1.9), и по правильности решения 
простейшего из них можно будет судить о правильности решения 
всей задачи в целом. С помощью уравнений (1.7) осуществляется 
обратный переход от вычисленных и проконтролированных пе-
ременных xj, j = 1, 2, 3 к исходным переменным x и y. Схема вы-
числительного процесса для этого случая изображена на рис. 3. 

В контрольном органе решается уравнение (1.9). Сигнал 
ошибки, полученный на выходе контрольного органа, может быть 
использован для коррекции вычислительного процесса с помо-
щью обратной связи (пунктирная линия I на рис. 3) или с помо-
щью коррекции вперед (пунктирная линия II на рис. 3). 

В блоке УС — устройство сжатия — осуществляется преобра-
зование (1.7). 
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Рис. 3. Схема вычислительного процесса с коррекцией 

Так удается охватить вычислительный процесс обратной свя-
зью, контролировать и корректировать его. Этот метод был назван 
методом избыточных переменных (МИП). Выше на простом при-
мере была проиллюстрирована основная идея МИП. 

Рассмотрим подробнее вопрос о введении избыточных пере-
менных в исходную задачу и наложении дополнительных усло-
вий. 

Если исходная задача заключается в нахождении функций yi, 
i = 1, 2, …, n, удовлетворяющих нескольким конечным уравнениям: 

F1(y1, y2,…, yn) = 0, 
… 

Fm(y1,y2,…, yn) = 0, m ≤ n, (1.10) 

и если контрольная задача: 

Fm+1(yn+1, yn+2,…, yn+n1) = 0 

… 

Fm+m1(yn+1, yn+2,…, yn+n1) = 0, m1 ≤ n1, (1.11) 

то перемешать эти две задачи можно, введя новые переменные: 

yi = φi(x1, x2,…, xn2), i = 1, 2,…, n, n + 1,…, n + n1, n2 ≥ n + n1. (1.12) 

I II 

X3 

X2 

X1 
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После такой замены переменных получим уравнения: 

ቐ
,ଵݔଵ൫ܨ ,ଶݔ … , మ൯ݔ = 0,

…
,ଵݔାభ൫ܨ ଶݔ , … , మ൯ݔ = 0,

� (1.13) 

которые необходимо решать совместно. При этом возникают 
своеобразные проблемы, связанные с совместимостью этих урав-
нений. С помощью уравнений (1.12) осуществляется нелинейное 
введение избыточности, наиболее разработанный вариант — это 
линейное решение, когда 

ݕ = ∑ ܽݔ
మ
ୀଵ , i = 1, 2,…, n + n1.  (1.14) 

Довольно часто применяется другой способ введения избы-
точности, когда  

ݕ = ∑ ܽݔ
మ
ୀଵ , i = 1, 2,…, n.  (1.15) 

А дополнительные условия формируются сразу как условия 
для xj, например, 

ቐ
ାଵܨ

∗൫ݔଵ, ,ଶݔ … , మ൯ݔ = 0,
…

ାభܨ
∗൫ݔଵ, ,ଶݔ … , మ൯ݔ = 0.

� (1.16) 

Очевидно, что эти два способа эквивалентны, если для любой 
функции (1.11) можно указать после подстановки новых пере-
менных аналогичную ей функцию (1.16), и наоборот. Ясно, что 
различия возникают при обратном переходе от (1.16) к (1.11) 
и определяются их видом и возможностью объединять xj в груп-
пы, число которых не больше n1. Таким образом, второй способ 
является более общим, чем первый, но очень часто они совпадают. 

Третий способ введения избыточности может быть назван 
проективным способом. Он заключается в следующем. Будем 
представлять исходную функцию F1(x, y) = 0 как проекцию пере-
сечения функций F2(x, y, z) = 0 и F3(x, y, z) = 0 на пространство x, 
y. Для того, чтобы проекция соответствовала F1, необходимо, 
чтобы F2[x, y, φ(x, y)] ≡ F1(x, y) = 0, где φ(x, y) = z и определяется 
из уравнения F3. Этот способ легко обобщается на любое число 
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исходных уравнений с любым числом исходных и избыточных 
переменных. 

Если исходная задача заключается в решении системы обык-
новенных дифференциальных уравнений: 
ௗ௬
ௗ௧

= ݂(ݕଵ, ,ଶݕ … , ,ିଵݕ ,(ݐ (0)ݕ = ,ݕ ݅ = 1,2, … , ݊ − 1, (1.17) 

то ввести избыточность опять-таки можно несколькими, по край-
ней мере двумя, способами. Для удобства запишем систему (1.17) 
в виде уравнений Пфаффа и будем считать время равноправной 
переменной yn = t, 

ݕ݀ − ݂(ݕଵ, ,ଶݕ … , ,ିଵݕ ݕ݀(ݐ = 0, (0)ݕ =  , (1.18)ݕ

݅ = 1, 2, … , ݊ − 1. 

Тогда контрольную задачу зададим тоже в виде уравнений 
Пфаффа: 

ݕ݀ − ݂൫ݕ, ାଵݕ , … , ାభݕ , ݕ൯݀ݐ = 0, (0)ݕ =  ,  (1.19)ݕ

 ݅ = ݊ + 1, ݊ + 2, … , ݊ + ݊ଵ, 

и задачи (1.18) и (1.19) можно перемешать, вводя избыточность 
в виде (1.12), где функции φi должны быть дифференцируемыми, 
уравнения Пфаффа расширенной системы в этом случае будут 
иметь вид: 

∑ డఝ
డ௫ೕ

మ
ୀଵ ݔ݀ − ݂൫ݔଵ, ,ଶݔ … , మ൯ݔ ∑ ݔ݀

డఝ
డ௫ೕ

మ
ୀଵ = 0,  (1.20) 

 ݅ = 1, 2, … , ݊ − 1.  

Возможен и другой способ введения избыточности, когда сна-
чала осуществляется подстановка типа (1.15), а дополнительные 
условия формулируются сразу как условия для xj либо в виде ко-
нечных уравнений (1.16), либо в виде соответствующих уравне-
ний Пфаффа. 

Таким образом, построение расширенных структур складыва-
ется из двух операций: введения новых переменных и введения 
новых условий. Как было показано выше, они могут меняться 
местами или применяться одновременно, как это имеет место 
в проективном методе. 
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§ 2. О структуре уравнений систем с избыточностью 

Построение любого вычислительного процесса связано с вы-
делением выходных переменных среди исследуемых основных 
соотношений и с организацией такого процесса, чтобы эти пере-
менные вычислялись в функции от входных параметров. Назна-
чение выходных переменных и входных параметров в основных 
соотношениях осуществляется в процессе постановки задачи. Как 
было показано в предыдущем параграфе, системы с избыточно-
стью описываются конечными уравнениями или уравнением 
Пфаффа, причем число переменных в них равно или больше чис-
ла уравнений связи. Уравнения Пфаффа являются квазилинейны-
ми уравнениями относительно дифференциалов переменных, 
а конечные уравнения могут быть приведены к квазилинейному 
виду либо путем дифференцирования, либо путем выделения вы-
ходных переменных среди групп слагаемых в уравнениях. Таким 
образом, для определения структуры уравнений систем с избы-
точностью необходимо исследование квазилинейных систем 
с неопределенностью, что является нетривиальной задачей. 

Пусть поведение системы с избыточностью задано в виде: 
ொ

( ௫ ) ∗ 
( ௫ ) = 

( ௫ )  ݊ > ݉, (2.1) 

где 
ொ

( ௫ ) = ฮݍฮ
, — матрица коэффициентов, 


( ௫ ) = ฮݔฮ

, — матрица-столбец выходных переменных или 
их дифференциалов. 

При исследовании таких систем в алгебре [19] принято избав-
ляться от неопределенности путем разделения переменных сис-
темы на две группы: на группу главных и группу свободных пе-
ременных, при этом число главных переменных меньше или рав-
но числу уравнений связи. Главные переменные определяются 
в функции от свободных переменных и матрицы коэффициента. 
В этом случае исследуется частная система, полученная из общей 
системы (2.1), что при изучении ее поведения в целом является 
неудобным и при отсутствии априорной информации о коэффи-
циентах qij приводит к плохой обусловленности решения или 
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некорректности. Поэтому мы пойдем другим путем, будем стро-
ить общее решение системы — вектор X в функции от коэффици-
ентов qij и группы новых переменных — произвольных коэффи-
циентов u. Зададим конкретные значения этим коэффициентам, 
будем получать частные решения системы, будем осуществлять 
задание различного поведения на заданных многообразиях 
[3, 4] (2.1). 

Рассмотрение будем вести методом математической индукции. 
Вначале рассмотрим одно уравнение: 

∑ ܳݔ = 0
ୀଵ . (2.2) 

Ограничимся достаточно общим случаем, когда функции xj 
представляются в виде линейных комбинаций функций Qj. 

Будем искать их в виде: 
ݔ = ∑ ܿ ܳ


ୀଵ , (2.3) 

где cji = cji(t, x1, x2,…, xn) — непрерывные функции. 
Подставив (2.3) в (2.2) и приведя подобные члены, получим 

ܿଵଵܳଵܳଵ + (ܿଵଶ + ܿଶଵ)ܳଵܳଶ + ⋯ + (ܿଵ + ܿଵ)ܳଵܳ + 
+ܿଶଶܳଶܳଶ + ⋯ + (ܿଶ + ܿଶ)ܳଶܳ +  
… … … … … … . . … … …. 
+ܿܳܳ = 0. (2.4) 

Поскольку в общем случае не предполагается линейная зави-
симость произведений QiQj, то для удовлетворения 2.4 при всех t 
все коэффициенты перед произведениями QiQj должны обращать-
ся в нуль, отсюда 

Cij = 0, i = j, 
Cij = -Cji, i ≠ j, i, j = 1, 2,…, n, т.е. матрица коэффициентов явля-

ется кососимметричной, с нулями на главной диагонали: 

ቱ

0 ܿଵଶ ܿଵଷ … ܿଵ
−ܿଵଶ 0 ܿଶଷ … ܿଶ

… … … … …
−ܿଵ −ܿଶ −ܿଷ … 0

ቱ. (2.5) 

Всего различных ненулевых коэффициентов Cij будет: 
ᇱܵ = ଵ

ଶ
(݊ଶ − ݊) = ܿ

ଶ. 
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Если имеем два уравнения: 

∑ ܳ
ᇱݔ = 0 

ୀଵ  (2.6) 

∑ ܳ
ᇱᇱݔ = 0

ୀଵ , (2.7) 

то, в соответствии с изложенным выше, с одной стороны 

ݔ = ∑ ܿܳ
ᇱ

ୀଵ ,  (2.8) 

а с другой стороны 

ݔ = ∑ вܳ
ᇱᇱ

ୀଵ , (2.9) 

где Cij и dij — произвольные непрерывные функции времени ко-
ординат. Очевидно, коэффициенты Cij можно считать в этом слу-
чае линейными комбинациями ܳ

ᇱᇱ: 

ܿ = ∑ ܿܳᇱ

ᇱ

ୀଵ .  (2.10) 

Подставляя теперь (2.10) в (2.8), получим: 

ݔ = ∑ ∑ ܿܳ
ᇱܳ

′′
ୀଵ


ୀଵ . (2.11) 

Матрица ||Cij|| имеет вид (2.5), поэтому 

∑ ܿ

ୀଵ ܳ

ᇱᇱ = 0, ݅ = ݆, ݅ = 1, 2, … , ݊, 

∑ ܿ

ୀଵ ܳ

ᇱᇱ = ∑ −ܿ

ୀଵ ܳ

ᇱᇱ, ݅ ≠ ݆, ݅, ݆ = 1, 2, … , ݊. 

Поскольку ܳ
ᇱᇱ вообще линейно независимы, то отсюда 

ܿ = 0, ݅ = ݆, 

ܿ = − ܿ , ݅ ≠ ݆, ݅, ݆, ݇ = 1, 2, … , ݊. (2.12) 

Аналогичным способом из (2.9) получаем: 

ܿ = 0, ݅ = ݇, 

ܿ = − ܿ , ݅ ≠ ݇, ݅, ݆, ݇ = 1, 2, … , ݊. (2.13) 

Из свойств (2.12) и (2.13) следует, что 

ܿ = − ܿ = ܿ = −ܿ = ܿ = −ܿ  (2.14) 
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в случае, когда все три числа i, j, k различные и 

ܿ = 0, ݅, ݆, ݇ = 1, 2, … , ݊, 

если хотя бы два из них равны между собой. Значит, из всех n3 
элементов матрицы ܿ не обращаются в нуль только те, у кото-
рых индексы разные. Такие тройки индексов образуют множество 
размещений ܣ

ଷ . Если учесть (2.14), т.е. тот факт, что все коэффи-
циенты, у которых тройки индексов различаются между собой 
лишь порядком, то количество различных произвольных коэффи-
циентов будет меньше. Тройки, различающиеся лишь порядком, 
образуют множество перестановок P3. Отсюда получаем, что чис-
ло S2 всех различных ненулевых произвольных коэффициентов 
ܿ равно числу сочетаний из n по 3: 

ܵଶ = 
య

య
= ܥ

ଷ. (2.15) 

Определим закон изменения знака в группах коэффициентов с 
одинаковыми тройками индексов. Рассмотрим множество коэф-
фициентов с индексами i, j, k. Пусть i < j < k. Положим ܿ =  .ݑ
Тогда из (2.14) имеем 

ܿ = ܿ ,ݑ = ,ݑ− ܿ = ,ݑ− ܿ = ,ݑ  ܿ = ,ݑ ܿ =  .ݑ−

Теперь мы можем написать матрицу ||ܿ || для любого n. 
Например, эта матрица для n = 3 будет иметь вид: 

 
 k 1 2 3  1 2 3  1 2 3 
i j 1 1 1  2 2 2  3 3 3 
1  0 0 0  0 0 u’  0 –u 0 
2  0 0 –u  0 0 0  u’ 0 0 
3  0 u’ 0  –u 0 0  0 0 0 

 
а уравнения в соответствии с этой матрицей будут иметь вид: 

ଵݔ = ଵ(ܳଶݑ
ᇱ ܳଷ

ᇱᇱ − ܳଷ
ᇱ ܳଶ

ᇱᇱ), 
ଶݔ = ଵ(ܳଵݑ−

ᇱ ܳଷ
ᇱᇱ − ܳଷ

ᇱ ܳଵ
ᇱᇱ), 

ଷݔ = ଵ(ܳଵݑ
ᇱ ܳଶ

ᇱᇱ − ܳଶ
ᇱ ܳଵ

ᇱᇱ). 
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Аналогичным образом и для любого числа уравнений: 

 ܳ
ᇱ ݔ = 0



ୀଵ

, … ,  ܳ
ݔ = 0



ୀଵ

. 

С любым числом переменных n > m определяется структура 
уравнений для xj, j = 1, 2,…, n. Число произвольных коэффициен-
тов в этом случае будет равно: 

ܵ = ܥ
ାଵ. (2.16) 

На основании изложенного выше был предложен следующий 
алгоритм определения структур уравнений с неопределенными 
коэффициентами. Пусть требуется найти дифференциальные 
уравнения, решения которых располагаются на поверхностях: 

ܨ = ,ଵݔ) ,ଶݔ ,ଷݔ (ସݔ = 0, ݆ = 1, 2. (2.17) 

Вначале задаются произвольные коэффициенты, число кото-
рых в данном случае ܥସ

ଷ = 4, 

u1 = |123|, u2 = |124|, u3 = |134|, u4 = |234|. 

Эта запись означает, что коэффициент u1 соответствует соче-
танию 123, коэффициент u2 соответствует другому сочетанию 124 
и т.д. 

Коэффициенты, которые соответствуют сочетаниям, содержа-
щим 1, располагаются в первой строке; коэффициенты, которые 
соответствуют сочетаниям, содержащим 2, располагаются во вто-
рой строке и т.д., то есть: 

ೣభ
 ୀ௨భమయ

భ ା௨మమర
భ ା௨యయర

భ ,
ೣమ
 ୀି௨భభయ

మ ି௨మభర
మ ା௨రయర

మ

ೣయ
 ୀ௨భభమ

య ି௨యభర
య ି௨రమర

య ,
ೣర
 ୀ௨మభమ

ర ା௨యభయ
ర ା௨రమయ

ర ,

, (2.18) 

где буквой D обозначена сумма из произведений частных произ-
водных от функции (2.17) по переменным, индексы которых вхо-
дят в нижний индекс у буквы D: 
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ଵଶܦ = డிభ
డ௫భ

డிమ
డ௫మ

− డிభ
డ௫మ

డிమ
డ௫భ

 и т.д. 

Верхний индекс у буквы D означает строку. 
Знаки перед членами уравнений (2.18) определяются по сле-

дующему закону: рассматривается порядок верхних и нижних 
индексов у буквы D, например, против часовой стрелки, и если 
имеется нечетное число нарушений порядка, то перед этим чле-
ном ставится минус, в других случаях ставится плюс. То есть для 
членов верхней строки имеем порядки: 123, 124, 134 — в них нет 
нарушений, и они идут с плюсом; во второй строке имеем 213 — 
одно нарушение (2 больше 1) — знак минус, 214 — знак минус, 
234 — нарушений нет — знак плюс, и т.д. 

Заметим, что решения уравнений (2.18) располагаются на по-
верхностях (2.17) лишь в том случае, если начальные условия 
системы (2.18) удовлетворяют уравнению (2.17). 

Наличие неопределенных коэффициентов в структуре уравне-
ний позволяет управлять поведением такой системы, оставаясь на 
заданных многообразиях. Например, для задания движения коор-
динаты x4 к максимуму можно положить: 

u2 = D12, u3 = D13, u4 = D23, 

после чего система (2.18) преобразуется к виду: 
డ௫భ
డ௧

= ଶଷܦଵݑ + ଶସܦଵଶܦ + ,ଷସܦଵଷܦ
డ௫మ
డ௧

= ଵଷܦଵݑ− − ଵସܦଵଶܦ + ,ଷସܦଶଷܦ
డ௫య
డ௧

= ଵଶܦଵݑ − ଵସܦଵଷܦ − ,ଶସܦଶଷܦ
డ௫ర
డ௧

= ଶ(ଵଶܦ) + ଶ(ଵଷܦ) + ,ଶ(ଶଷܦ)

 

где правая часть последнего уравнения является знаконопостоян-
ной положительной функцией, что и обеспечивает устойчивое 
движение к максимуму координаты x4. 

Рассмотрим еще один пример. Если требуется найти общее 
решение уравнения: 

ଵݔ
ଶ + ଶݔ

ଶ =  ,ଷݔ2

то получить исходную квазилинейную форму можно двумя путями. 
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Во-первых, путем дифференцирования мы получим: 

2x1dx1 + 2x2dx2 – 2pdx3 = 0, 

откуда в соответствии с вышеописанной методикой: 
డ௫భ
డ௧

= ଶݔଵ2ݑ + ,(2−)ଶݑ
డ௫మ
డ௧

= ଵݔଵ2ݑ− + ,(2−)ଷݑ
డ௫య
డ௧

= ଵݔଶ2ݑ− − ,(ଶݔ2−)ଷݑ

 

интегрируя которые для начальных условий ݔଵ
ଶ + ଶݔ

ଶ = -и по 2
лучим траектории на поверхности заданного параболоида враще-
ния. 

Во-вторых, в исходном уравнении можно выделить входные 
и выходные параметры qi: 

q1x1 + q2x2 + q3x3 = 0, 

где q1 = x1, q2 = x2, q3 = -2p. 
Общее решение тогда имеет аналогичный вид: 

ะ
xଵ
xଶ
xଷ

ะ = ะ
ଶݍ ଷݍ 0

ଵݍ− 0 ଷݍ
0 ଵݍ− ଶݍ−

ะ ะ
ଵݑ
ଶݑ
ଷݑ

ะ. 

Задавая различные значения коэффициентам us, будем полу-
чать различные точки на параболоиде вращения. 

В качестве последнего примера рассмотрим уравнение в част-
ных производных второго порядка: 

ܣ డమ௭
డ௫మ + ܤ2 డమ௭

డ௫డ௬
+ ܥ డమ௭

డ௬మ + ܽ డ௭
డ௫

+ ܾ డ௭
డ௬

+ ݖܿ =  (2.19) ,ܨ

где A, B, C, a, b, c, F — дифференцируемые функции x, y, z. 
Обозначив через 
ܳଵ = ,ݔ)ܣ ,ݕ ଶܳ ,(ݐ = ,ݔ)ܤ2 ,ݕ ଷܳ ,(ݐ = ,ݔ)ܥ ,ݕ   ,(ݐ
ܳସ = ,ݔ)ܽ ,ݕ ହܳ ,(ݐ = ,ݔ)ܾ ,ݕ ܳ ,(ݐ = ,ݔ)ܿ ,ݕ  ,(ݐ
ܳ = ,ݔ)ܨ− ,ݕ ଵܲ ,(ݐ = డమ௭

డ௫మ, ଶܲ = డమ௭
డ௫డ௬

, ଷܲ = డమ௭
డ௬మ,  

ସܲ = డ௭
డ௫

, ହܲ = డ௭
డ௬

, ܲ = ܲ ,ݖ = 1, 
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получим квазилинейную форму ∑ ܳ ܲ = 0
ୀଵ , из которой можем 

найти уравнения всех Pi через Qi и произвольные коэффициенты 
в соответствии с нашей методикой. В данном случае число произ-
вольных коэффициентов равно С

ଶ = 21, и функции Pi будут 
иметь вид: 

ଵܲ = డమ௭
డ௫మ = ܤଵ2ݑ + ܥଶݑ + ଷܽݑ + ସܾݑ + ହܿݑ −  ,ܨݑ

ଶܲ = డమ௭
డ௫డ௬

= ܣଵݑ− + ܥݑ + ଼ܽݑ + ଽܾݑ + ଵܿݑ −  ,ܨଵଵݑ

ଷܲ = డమ௭
డ௬మ = ܣଶݑ− − ܤ2ݑ + ଵଶܽݑ + ଵଷܾݑ + ଵସܿݑ −  ,ܨଵହݑ

ସܲ = డ௭
డ௫

= ܣଷݑ− − ܤ2଼ݑ − ܥଵଶݑ + ଵܾݑ + ଵܿݑ −  ,ܨଵ଼ݑ

ହܲ = డ௭
డ௬

= ܣସݑ− − ܤଽ2ݑ − ܥଵଷݑ − ଵܽݑ + ଵଽܿݑ −  ,ܨଶݑ

ܲ = ݖ = ܣହݑ− − ܤଵ2ݑ − ܥଵସݑ − ଵܽݑ − ଵଽܾݑ −  ,ܨଶଵݑ
ܲ = 1 = ܣݑ− − ܤଵଵ2ݑ − ܥଵହݑ − ଵ଼ܽݑ − ଶܾݑ −  .ଶଵܿݑ

Неопределенные коэффициенты в структуре этих уравнений 
можно использовать для удовлетворения начальных и краевых 
условий и для определения значений искомой функции в интере-
сующих точках. 

Следует заметить, что при построении общего решения урав-
нений нами использованы все линейные комбинации частных 
решений этих уравнений. Структура полученного общего реше-
ния является равноправной относительно миноров коэффициен-
тов исходных уравнений, что позволяет, в частности, задавать 
любые движения на исходных многообразиях. Структура уравне-
ний, полученная при использовании лишь минимально необходи-
мого числа частных решений исходной однородной системы 
уравнений, составляющих фундаментальную систему решений, 
будет содержать меньшее число произвольных коэффициентов, 
но она не будет равноправной относительно всех миноров коэф-
фициентов исходных уравнений. Рассмотрим пример. 

Если имеем исходное уравнение: 

∑ ܳ݀ݔ = 0ଷ
ୀଵ , 
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то полученное по нашему методу общее решение будет: 
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵܳଶݑ +  ,ଶܳଷݑ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵܳଵݑ− +  ,ଷܳଷݑ
ௗ௫య
ௗ௧

= ଶܳଵݑ− −  ,ଷܳଶݑ

а общее решение, полученное как линейная комбинация двух ча-
стных решений, составляющих фундаментальную систему, будет: 

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵܳଶߴ +  ,ଶܳଷߴ
ௗ௫మ
ௗ௧

= −  ,ଵܳଵߴ
ௗ௫య
ௗ௧

=  .ଶܳଵߴ−

Очевидно, что последняя система уравнений отдает предпоч-
тение коэффициенту Q1, предполагается, что Q1 ≠ 0, отсюда сле-
дует неравноправность этой системы уравнений относительно Qi. 
Эта система уравнений является частным случаем системы, по-
строенной по нашему методу при u3 = 0. 

Наличие избыточного числа произвольных коэффициентов по-
зволяет избежать многочисленных ситуаций особых точек, кото-
рые возникают при использовании общих решений, построенных 
лишь на минимальном числе частных решений. 

§ 3. Об эквивалентности исходных и расширенных систем 

Всякое увеличение надежности, точности, быстродействия 
связано с эквивалентным преобразованием исходных уравнений, 
алгоритмов, схем. При этом эквивалентность в каждом конкрет-
ном случае понимается по-разному, и если сохраняется эквива-
лентность по отношению к какому-либо одному качеству, то от-
носительно других качеств она нарушается, за счет чего и дости-
гается выигрыш в заданном смысле. При построении расширен-
ных структур по методу избыточных переменных будем исследо-
вать эквивалентность между исходными уравнениями и уравне-
ниями, полученными после сжатия расширенной системы. 
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При этом вычислительный процесс будем полагать идеальным, 
и рассмотрение будем вести в отсутствие помех. При действии 
помех эквивалентность в указанном выше смысле нарушается  
для разных избыточных и исходных систем по-разному, рассмот-
рению этого вопроса посвящены остальные параграфы настояще-
го пособия. 

Два множества M и N называются эквивалентными (M~N), ес-
ли между их элементами можно установить взаимооднозначное 
соответствие [17]. В нашем случае множество M — это множест-
во решений исходных уравнений, множество N — это множество 
решений, полученных после применения к решениям расширен-
ных систем уравнений. Относительно исходных уравнений будем 
предполагать, что решение исходной системы существует и един-
ственно в заданной области изменения переменных. Как следует 
из доказательства теоремы о существовании и единственности, 
это означает, что для каждого из решений yi существует ряд: 

ݕ
 + ∑ ݕ)

 − ିଵݕ
 )ୀଵ , 

сходимость которого доказывается с помощью оценок сверху. Для 
доказательства взаимооднозначного соответствия множеств M 
и N мы будем сравнивать соответствующие решениям ряды. 

Итак, если решение исходного уравнения 
ௗ௬
ௗ௧

= ,ݕ)݂ ,(ݐ (0)ݕ =    (3.1)ݕ

в заданной области изменения переменных 

t0 – a ≤ t ≤ t0 + a, y0 – b ≤ y ≤ y0 + b 

существует и единственно, т.е. если 

,ݕ)݂| |(ݐ ≤  (3.2)  ܯ

,തݕ)݂| (ݐ − ,ധݕ)݂ |(ݐ ≤ തݕ|ܰ − ധ|, где ቚௗݕ
ௗ௬

ቚ
୫ୟ୶

= N 

в этой области изменения переменных, то сумма построенного по 
методу последовательных приближений ряда: 

ݕ + ∑ ݕ) − ିଵ)ୀଵݕ =  , (3.3)ݕ



 27

где 
ଵݕ = ݕ + ∫ ,ݕ)݂ ௧,ݐ݀(ݐ

௧బ
ଶݕ  = ݕ + ∫ ,ଵݕ)݂ ௧,ݐ݀(ݐ

௧బ
…, 

ݕ = ݕ + ∫ ,ିଵݕ)݂ ௧ݐ݀(ݐ
௧బ

, 

и соответствующий ей ряд равномерно сходится, так как ограни-
чен сверху рядом: 

ݕ + ݐ|ܯ − |ݐ + ∑ ିଵܰܯ |௧ି௧బ|

!ୀଶ . (3.4) 

Теперь рассмотрим простейшую расширенную систему, для 
чего положим 

y = a1x1 + a2x2, m1x1 + m2x2 = 0.  (3.5) 

Тогда для исходной задачи (3.1) получим расширенную систе-
му в виде 

�
ௗ௫భ
ௗ௧

= మ
ఋ

,ݕ)݂ (ݐ = ଵ݂(ݔଵ, ,ଶݔ (ݐ
ௗ௫మ
ௗ௧

= − భ
ఋ

,ݕ)݂ (ݐ = ଶ݂(ݔଵ, ,ଶݔ (ݐ
ቑ, (3.6) 

где  
| ଵ݂(ݔଵ, ,ଶݔ |(ݐ ≤ ቚమ

ఋ
ቚ  ,ܯ

| ଶ݂(ݔଵ, ,ଶݔ |(ݐ ≤ ቚభ
ఋ

ቚ  ,ܯ

ߜ = ቚ
ܽଵ ܽଶ
݉ଵ ݉ଶ

ቚ, 
а условия Липшица в соответствии с (3.2): 

| ଵ݂(ݔଵതതത, ,ଶതതതݔ (ݐ − ଵ݂(ݔଵധധധ, ,ଶധധധݔ |(ݐ ≤ ቄቚభమ
ఋ

ቚ ଵതതതݔ| − |ଵധധധݔ + ቚమమ
ఋ

ቚ ଶതതതݔ| − ଶധധധ|ቅݔ ܰ, (3.7) 
| ଶ݂(ݔଵതതത, ,ଶതതതݔ (ݐ − ଶ݂(ݔଵധധധ, ,ଶധധധݔ |(ݐ ≤ ቄቚభభ

ఋ
ቚ ଵതതതݔ| − |ଵധധധݔ + ቚమభ

ఋ
ቚ ଶതതതݔ| − ଶധധധ|ቅݔ ܰ. 

Для уравнений (3.6) будем рассматривать частичные суммы 
рядов: 

ଵݔ
 + ∑ ଵݔ)

 − ଵݔ
ିଵ)ୀଵ = ଵݔ

 , 

ଶݔ
 + ∑ ଶݔ)

 − ଶݔ
ିଵ)ୀଵ = ଶݔ

 , (3.8) 
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где  
ଵݔ

ଵ = ଵݔ
 + ∫ ଵ݂(ݔଵ

 , ଶݔ
 , ௧,ݐ݀(ݐ

௧బ
ଶݔ 

ଵ = ଶݔ
 + ∫ ଶ݂(ݔଵ

 , ଶݔ
 , ௧ ݐ݀(ݐ

௧బ
,  

ଵݔ
ଶ = ଵݔ

 + ∫ ଵ݂(ݔଵ
ଵ , ଶݔ

ଵ , ௧,ݐ݀(ݐ
௧బ

ଶݔ 
ଶ = ଶݔ

 + ∫ ଶ݂(ݔଵ
ଵ , ଶݔ

ଵ , ௧,ݐ݀(ݐ
௧బ

  
… 
ଵݔ

 = ଵݔ
 + ∫ ଵ݂(ݔଵ

ିଵ, ଶݔ
ିଵ, ௧,ݐ݀(ݐ

௧బ
ଶݔ 

 = ଶݔ
 + ∫ ଶ݂(ݔଵ

ିଵ, ଶݔ
ିଵ, ௧ݐ݀(ݐ

௧బ
. 

Во-первых, в соответствии с первой формулой (3.5) сложим 
частичные суммы рядов (3.8) и исследуем, чем получающаяся 
сумма отличается от суммы (3.3). 

ݕ = ܽଵݔଵ
 + ܽଶݔଶ

 =  

 = ܽଵݔଵ
 + ܽଶݔଶ

 + (ܽଵݔଵ
 + ܽଵ න

݉ଶ

ߜ
,ݕ)݂ ݐ݀(ݐ + ܽଵݔଵ

 + ܽଶݔଶ
 +

௧

௧బ

 

0

01
2 0 2 2( , ) ...,

t

t

ma f y t dt a x



    

где коэффициенты a1 и a2 можно ввести под знак интеграла, если 
они постоянные величины. В этом случае получим 

ܽଵݔଵ
 + ܽଵ ∫ మ

ఋ
,ݕ)݂ ଶܽ+ݐ݀(ݐ ∫ ିభ

ఋ
,ݕ)݂ ݐ݀(ݐ + ܽଶݔଶ

௧
௧బ

௧
௧బ

=  

= ݕ + ∫ భమିమభ
డ

,ݕ)݂ ݐ݀(ݐ = ݕ +௧
௧బ

∫ ,ݕ)݂ ௧ݐ݀(ݐ
௧బ

  

по построению. Откуда следует, что при линейном расширении 
с постоянными коэффициентами сумма рядов (3.8) полностью сов-
падает с суммой (3.3), что доказывает эквивалентность исходной 
и расширенной систем. При этом очевидно, что начальные условия 
для системы (3.6) должны быть такими, чтобы ݕ = ܽଵݔଵ

 + ܽଶݔଶ
. 

Аналогичный результат получается и для нелинейных кон-
трольных условий, когда вместо уравнений (3.5) имеем уравне-
ния: 

ݕ = ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ, ,ଵݔ)ܨ (ଶݔ = 0. (3.9) 

В этом случае в уравнениях (3.6): 

݉ଵ = డி
డ௫భ

, ݉ଶ = డி
డ௫మ
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при переменном условии: 

ߜ = ቤ
ܽଵ ܽଶ
డி

డ௫భ

డி
డ௫మ

ቤ ≠ 0  (3.10) 

в заданном диапазоне изменения переменных. 
Если имеем дело с гибкой структурой, то для рассматриваемо-

го примера: 
ݕ = ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ,  

контрольного условия нет, и уравнение Пфаффа будет: 

ܽଵ݀ݔଵ + ܽଶ݀ݔଶ − ,ଵݔ)݂ ,ଶݔ  ,0 = ݐ݀(ݐ

откуда эквивалентная система дифференциальных уравнений будет: 

�

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵܽଶݑ − ,ଵݔ)ଶ݂ݑ ,ଶݔ (ݐ = ଵ݂(ݔଵ , ,ଶݔ (ݐ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵܽଵݑ− − ,ଵݔ)ଷ݂ݑ ,ଶݔ (ݐ = ଶ݂(ݔଵ, ,ଶݔ (ݐ
ௗ௫య
ௗ௧

= ଶܽଵݑ− − ଷܽଷݑ = 1 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

, (3.11) 

и после сложения сумм (3.8) получим, например, 

ᇱݕ = ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ + ∫ (ܽଵ ଵ݂(ݔଵ, ,ଶݔ (ݐ + ܽଶ ଶ݂(ݔଵ, ,ଶݔ ௧(ݐ
௧బ

ݐ݀( =  

= ݕ + ∫ (ଵܽଶܽଵݑ−ଵܽଵܽଶݑ)] + ଶܽଵݑ−) − ଵݔ)݂(ଷܽଶݑ
 , ଶݔ

 , ݐ݀[(ݐ =௧
௧బ

  

0

0 0( , )
t

t
y f y t dt    и т.д., 

что опять-таки доказывает полную эквивалентность исходной 
и расширенной систем. 

Осложнения возникают в случае нелинейного расширения, ко-
гда ܽ =  .i = 1,2 или y = G(x1, x2) или даже G(y, x1, x2) = 0 ,ݎܽݒ
В этом случае можно прибегнуть к анализу с помощью мажо-
рантных рядов типа (3.4). Найдем оценки сверху для сумм рядов 
(3.8): 

หݔଵ
 − ଵݔ

ିଵห ≤ ܯ ቚభ
ఋ

ቚ ଵܰ
ିଵ |௧ି௧బ|

!
, 

หݔଶ
 − ଶݔ

ିଵห ≤ ܯ ቚమ
ఋ

ቚ ଵܰ
ିଵ |௧ି௧బ|

!
, (3.12) 
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где ଵܰ = ܰ |భమ|ା|మభ|
|ఋ| .  

Таким образом, суммы (3.8) ограничены сверху частичными 
суммами рядов: 

ଵݔ
 = ଵݔ

 + ݐ|ଵܯ − |ݐ + ∑ ଵܯ ଵܰ
ିଵ |௧ି௧బ|

!ୀଶ , 

ଶݔ
 = ଶݔ

 + ݐ|ଶܯ − |ݐ + ∑ ଶܯ ଶܰ
ିଵ |௧ି௧బ|

!ୀଶ , 

где ܯଵ = ܯ ቚమ
ఋ

ቚ , ଶܯ = ܯ ቚభ
ఋ

ቚ. (3.13) 
Из рассмотрения суммы рядов ܽଵݔଵ

 + ܽଶݔଶ
  в соответствии 

с (3.13), очевидно, что эта сумма будет рядом, который тождест-
венно совпадает с рядом (3.4) только лишь в случае, если 

|ܽଵ݉ଶ| + |ܽଶ݉ଵ| = |ܽଵ݉ଶ − ܽଶ݉ଵ|. (3.14) 

Выполнение этого условия достаточно для эквивалентности 
исходной и расширенной систем, оно справедливо и в случае не-
линейного расширения, а для линейного расширения может быть 
существенно ослаблено, как было показано выше. 

Заметим, что и без введения избыточных переменных, при не-
линейном преобразовании переменных, которое иногда предпри-
нимается для упрощения правых частей дифференциальных 
уравнений, возникают существенные ограничения на вид такого 
преобразования для сохранения эквивалентности. Поэтому далее, 
если не будет сделано специальных оговорок, будем пользоваться 
только линейными расширениями. 

Итогом вышеизложенного рассмотрения вопроса об эквива-
лентности может быть следующая теорема: если для исходной сис-
темы обыкновенных дифференциальных уравнений, решение ко-
торой существует и единственно в заданном диапазоне изменения 
переменных, построена расширенная система дифференциальных 
уравнений в соответствии с методикой § 2, и при этом исходные 
переменные являются линейными формами с постоянными коэф-
фициентами от новых переменных расширенной системы, то та-
кая исходная и расширенная системы эквивалентны. 

В соответствии с этой теоремой, расширенные системы (3.6), 
(3.9) и (3.11) эквивалентны исходной системе (3.1). Если в качест-
ве исходных заданы конечные уравнения, решение которых 
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можно свести к решению соответствующих дифференциальных 
уравнений, то вопрос об эквивалентности расширенных систем 
конечных уравнений их исходным решается с помощью этой тео-
ремы с учетом соответствующих начальных условий. 

Заметим, что в случае нелинейного расширения, если не поль-
зоваться теоремой о преобразовании, то можно говорить об экви-
валентности, опираясь лишь на факт невырожденности избыточ-
ного преобразования. Действительно, если 

ݕ = ,ଵݔ)ܩ ,(ଶݔ 0 = ,ଵݔ)ܨ  ଶ), (3.15)ݔ

то ௗ௬
ௗ௧

= ௗீ
ௗ௫భ

ௗ௫భ
ௗ௧

+ ௗீ
ௗ௫మ

ௗ௫మ
ௗ௧

,  

ݕ = ∫ ௗீ
ௗ௫భ

ௗ௫భ
ௗ௧

௧
 ݐ݀ + ∫ ௗீ

ௗ௫మ

ௗ௫మ
ௗ௧

௧
 ݐ݀ +  . (3.16)ݕ

Уравнения для ௗ௫భ
ௗ௧

 и для ௗ௫మ
ௗ௧

 имеют вид (3.6), только в этом 

случае ܽ = ܽ(ݔଵ, (ଶݔ = డீ
డ௫

, ݉ = ݉(ݔଵ, -ଶ). Подставляя уравнеݔ 
ния (3.6) в (2.16), получим: 

ݕ = ݕ + න
ܽଵ(ݔଵ, ,ଵݔ)ଶ)݉ଶݔ (ଶݔ − ܽଶ(ݔଵ, ,ଵݔ)ଶ)݉ଵݔ (ଶݔ

ߜ

௧

௧బ

,ݕ)݂  (ݐ

ݐ݀ = ݕ + ∫ ,ݕ)݂ ௧ݐ݀(ݐ
௧బ

, 

при условии: 

ߜ = ቮ

డீ
డ௫భ

డீ
డ௫మ

డி
డ௫భ

డி
డ௫మ

ቮ ≠ 0. 

Начальные условия для (3.6) в этом случае должны опреде-
ляться из уравнения 

ݕ = ,ଵݔ)ܩ ,(ଶݔ 0 = ,ଵݔ)ܨ  .(ଶݔ

Но ввиду большой важности вопроса об эквивалентности ис-
ходных и расширенных систем будем считать полностью дока-
занной только эквивалентность для линейного расширения. 
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§ 4. О контроле, диагностике и коррекции  
в избыточных структурах 

При решении дифференциальных уравнений на вычислитель-
ных машинах возможны нарушения, во-первых, в начальных ус-
ловиях, во-вторых, в правых частях уравнений, в-третьих, в са-
мом операторе дифференцирования. И если в идеальной системе 
должна решаться система уравнений: 

ௗ௬
ௗ௧

= ݂(ݕଵ, ,ଶݕ … , ,ݕ ,(ݐ (0)ݕ =  , (4.1)ݕ

то реально будет решаться система: 
ௗ௬
ௗ௧

= ݂(ݕଵ, ,ଶݕ … , ,ݕ (ݐ + ,ଵݕ)ܣ … , ,ݕ ,(ݐ (0)ݕ =  ,ݕ

݅ = 1, 2, … , ݊. (4.2) 
Очевидно, что нарушения в операторе дифференцирования 

также сводятся к аддитивной добавке аналогичного вида в пра-
вых частях реально решаемых систем уравнений. 

Эти нарушения могут происходить из-за ошибок в программи-
ровании, из-за сбоев, наводок, дрейфов и отказов в вычислитель-
ной аппаратуре и из-за несовершенства численных методов ре-
шения уравнений. Если заранее ничего не известно о решении 
системы (4.1), то практически невозможно отделить правильное 
решение от неправильного. 

Обычно различные априорные сведения используются для 
проверки правильности решения, но еще нет четко формализо-
ванного способа контроля решения уравнений. В настоящей ра-
боте делается попытка разработать такой способ [5]. 

При замене исходной системы (4.1) расширенной системой 
в соответствии с § 2, получим эквивалентную систему с большим 
числом переменных: 

ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ݂(ݔଵ, ,ଶݔ … , ଵݔ , ,(ݐ (0)ݔ = ݔ , ݆ = 1, 2, … , ݊ଵ. (4.3) 

Вместо этой системы реально будет решаться другая система: 
ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ݂(ݔଵ, ,ଶݔ … , ,ଵݔ (ݐ + ,ଵݔ)ܣ … , ,ଵݔ ,(ݐ (0)ݔ =  ,ݔ

݆ = 1, 2, … , ݊ଵ, (4.4) 

которая уже не будет эквивалентна исходной системе (4.1). 
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Будем различать ошибки первичные и вторичные. Первичные 
ошибки определяются нарушением начальных условий и функ-
циями Aj в правых частях. Эти ошибки являются причиной появ-
ления вторичных ошибок ݔ − ݔ = ݁, j = 1, 2,…, n. Линейные 
контрольные условия в виде первых сигналов системы (4.3) 
позволяют выявлять лишь первичные ошибки. 

Действительно, если расширенная система имеет вид: 
ௗ௫భ
ௗ௧

= మ
ఋ

,ଵݔ)݂ ,ଶݔ ௗ௫మ ,(ݐ
ௗ௧

= ିభ
ఋ

,ଵݔ)݂ ,ଶݔ  ,(ݐ

то при действии непрерывно действующих возмущений будем иметь 
ௗ௫భ
ௗ௧

= మ
ఋ

,ଵݔ)݂ ,ଶݔ (ݐ + ଵ, ௗ௫మܣ
ௗ௧

= ିభ
ఋ

,ଵݔ)݂ ,ଶݔ (ݐ +  .ଶܣ

Полагая ݔଵ = ଵݔ + ݁ଵ, ݔଶ = ଶݔ + ݁ଶ и разлагая правые части 
уравнения в ряд Тейлора, получим: 

ௗ௫భ
ௗ௧

= మ
ఋ

,ଵݔ)݂ ,ଶݔ (ݐ + మ
ఋ

ቂ డ
డ௫భ

݁ଵ + డ
డ௫మ

݁ଶ + ⋯ ቃ +  ,ଵܣ

ௗ௫మ
ௗ௧

= ିభ
ఋ

,ଵݔ)݂ ଶݔ , (ݐ − భ
ఋ

ቂ డ
డ௫భ

݁ଵ + డ
డ௫మ

݁ଶ + ⋯ ቃ +  .ଶܣ

Если контрольное условие: 

∆ = ݉ଵݔଵ + ݉ଶݔଶ, 

то ௗ∆
ௗ௧

= ݉ଵ
ௗ௫భ
ௗ௧

+ ݉ଶ
ௗ௫మ
ௗ௧

= 

= ൜
݉ଵ݉ଶ − ݉ଵ݉ଶ

ߜ
,ଵݔ)݂ ,ଶݔ (ݐ +

݉ଵ݉ଶ − ݉ଵ݉ଶ

ߜ 
߲݂
ଵݔ߲

݁ଵ +
߲݂
ଶݔ߲

݁ଶ + ⋯ ൨ൠ + 

+ ݉ଵܣଵ + ݉ଶܣଶ. 

В этом уравнении выражение в фигурных скобках тождественно 
равно нулю по построению. Таким образом, сигнал ошибки опре-
деляется только первичными ошибками, действующими на сис-
тему. Аналогичным образом это можно показать для любого чис-
ла переменных с линейными контрольными условиями. Целью 
дальнейшего рассмотрения является анализ возможностей кон-
троля и коррекции избыточных структур. Возможности повыше-
ния их надежности и точности определяются тем, что при непре-
рывной зависимости решений от параметров уменьшение пер-
вичных ошибок ведет к уменьшению ошибок вторичных. 
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Появление сигнала ошибки свидетельствует о наличии пер-
вичных ошибок. Эта информация, которая доставляется кон-
трольным органом, может быть использована в дальнейшем для 
устранения первичных ошибок либо с помощью обратных связей 
различного типа, либо с помощью коррекции вперед. На рис. 4 
представлена избыточная структура с контролем и коррекцией, 
где в блоке I решаются расширенные системы уравнений; в блоке 
II осуществляется переход от избыточных переменных к исход-
ным, блок II называется устройством сжатия; в блоке III осущест-
вляется вычисление контрольных условий, это контрольный ор-
ган; в блоке IV вырабатываются сигналы для коррекции вперед; 
в блоке V вырабатываются сигналы обратной связи. 

 

Рис. 4. Избыточная структура с контролем и коррекцией 

Операция сжатия тоже может быть использована для борьбы 
с первичными ошибками. Анализируя коэффициенты влияния 
различных составляющих вектора помех на решения сжатой сис-
темы, можно показать, что за счет подбора параметров расширен-
ной системы можно существенно уменьшить влияние первичных 
ошибок на решение. Подробнее об этом в § 5. Вообще на избы-
точную структуру действует больше помех, чем на исходную, но 
в избыточной структуре имеются возможности для борьбы с ни-
ми, изучению которых и посвящается изложенное ниже. 

I 

IV III V 

II 

X1 

Xn1 

A 

Y1 

Y2 
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Относительно функций ܣ(ݕଵ, ,ଶݕ … , ,ݕ ,ଵݔ)ܣ и (ݐ ,ଶݔ … , ,ݔ  (ݐ
будем предполагать, что они таковы, что условия существования 
и единственности уравнений, их решения будут случайными про-
цессами. Например, для (4.4) в векторной форме будем иметь: 

ௗ௫
ௗ௧

= ,ݔ൫ܩ ,ݐ ,ݐ)ߦ ߱)൯ (4.5) 

с начальными условиями ݔ(ݐ) = -(߱), где ξ(t, ω) (t ≥ 0) измеݔ
римый сепарабельный случайный процесс со значениями из Ek, 
а G(x, t, z) (ݔ ∈ ,ଵܧ ݐ ≥ 0, ݖ ∈ -) — измеримая по Борелю отноܧ
сительно x, t, z функция, для которой существует случайный про-
цесс B(t, ߱) ∈ ݔ такой, что для всех ܮ ∈  ଵܧ

หܩ൫̿ݔ, ,ݐ ,ݐ)ߦ ߱)൯ − ,ݔ൫̅ܩ ,ݐ ,ݐ)ߦ ߱)൯ห ≤ ,ݐ)ܤ ݔ̿|(߱ −   |ݔ̅

и процесс ܩ൫0, ,ݐ ,ݐ)ߦ ߱)൯ ∈  т.е. для любого T > 0 ,ܮ

ܲ ቄ∫ หܩ൫0, ,ݐ ,ݐ)ߦ ߱)൯ห݀ݐ < ∞்
 ቅ = 1. 

Если выполнены эти условия, то решение x(t,ω) для уравнений 
(4.5) существует, единственно и представляет собой абсолютно 
непрерывный с вероятностью 1 случайный процесс при всех t ≥ t0. 

1. Рассмотрим систему с одним линейным контрольным усло-
вием: 

∑ ݉
ଵݔ = 0భ

ୀଵ , ݉
ଵ = const.  (4.6) 

Это условие выполняется для системы (4.3). При действии 
помех: 

ݔ = ݔ + ∫ ݂(ݔଵ, ,ଶݔ … , ,ଵݔ ݐ݀(ݐ +௧
௧బ

∫ ,ଵݔ)ܣ ,ଶݔ … , ,ଵݔ ௧ݐ݀(ݐ
௧బ

  (4.7) 

контрольное условие будет нарушено: 

∆ଵ= ∑ ݉
ଵݔ =భ

ୀଵ   

= ∑ ݉
ଵݔ + ∫ ቂ∑ ݉

ଵ
݂൫ݔଵ, … , భݔ , ൯భݐ

ୀଵ ቃ ݐ݀ +௧
௧బ

భ
ୀଵ   (4.8) 

+ ∑ ݉
ଵ ∫ ,ଵݔ൫ܣ ,ଶݔ … , భݔ , ௧ݐ൯݀ݐ

௧బ

భ
ୀଵ .  

В уравнении (4.8) имеем три составляющие — первая состав-
ляющая вызывается погрешностями начальных условий, вторая 
тождественно равна нулю по построению, третья составляющая 
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определяется помехами в правых частях уравнений. Первая со-
ставляющая может быть обнаружена и устранена перед решением 
задачи, вторая обнаруживается в процессе решения. 

Исследуем экстремальные свойства величины: 

∆ଵ= ∑ ݉
ଵభ

ୀଵ ℎ, (4.9) 

где ℎ = ∫ ,ଵݔ൫ܣ ,ଶݔ … , భݔ , ௧ݐ൯݀ݐ
௧బ

, для чего умножим и разделим 

правую часть этого уравнения на ට∑(݉
ଵ)ଶ ∑ ℎ

ଶ, j = 1, 2,…, n1, 

после чего получим: 

∆ଵ= ට∑(݉
ଵ)ଶ ∑ ℎ

ଶ ∑ cosߙ
ଵcosߚ

భ
ୀଵ , (4.10) 

где cosߙ
ଵ =

ೕ
భ

ට∑(ೕ
భ)మ

, cosߚ =
ೕ

ට∑ ೕ
మ
, j = 1, 2,…, n1. 

Как очевидно, величина  будет иметь экстремум при  
cosߙ

ଵ = cosߚ, j = 1, 2,…, n1 при условии, что: 

∑(݉
ଵ)ଶ = const, ∑ ℎ

ଶ = const. 

Это важное экстремальное свойство сигнала ошибки может 
быть использовано при определении наилучшей ориентации кон-
трольной плоскости. Наихудшее расположение контрольной 
плоскости — когда: 

∑ cosߙ
ଵcosߚ

భ
ୀଵ = 0, (4.11) 

т.е. когда весь вектор помехи, определяемый составляющими hj, 
лежит в контрольной плоскости. 

Условие (4.11) является условием ортогональности между век-
тором помехи и направляющим вектором контрольной плоскости. 

Разложим суммарный вектор помехи H0, составляющими ко-
торого являются помехи hj, j = 1, 2,…, n1, на два вектора — HN, 
перпендикулярный плоскости (4.6), и вектор HR, параллельный 
этой плоскости: 

ܪ
ଶ = ேܪ

ଶ + ோܪ
ଶ = ∑ ℎ

ଶ. 
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Каждый из векторов HN и HR разложим на составляющие вдоль 
осей xj, j = 1, 2,…, n1 соответственно, которые будут связаны со-
отношениями: 

ℎ = ேೕܪ + ோೕܪ , j = 1, 2,…, n1, (4.12а) 

ேమܪ = మ
భ

భ
భ ேభܪ , … , ேభܪ

=
భ

భ

భ
భ ேభܪ , (4.12б) 

∑ ݉
ଵܪோೕ = 0భ

ୀଵ .  (4.12в) 

Подставив (4.12 а, в) в формулу (4.9), получим: 

∆ଵ= ∑ ݉
ଵభ

ୀଵ  ேೕ,  (4.13)ܪ

т.е. с помощью линейного контрольного условия обнаруживаются 
составляющие помех, перпендикулярные контрольной плоскости. 
Более того, можно определить каждую из составляющих ܪேೕ. 
Например, воспользовавшись формулами (4.12 б) получим: 

ேభܪ = భ
భ

∑ (ೕ
భ)మభ

ೕసభ
∆ଵ, (4.14) 

в общем случае: 

ேೕܪ =
ೕ

భ∆భ

∑ (ೕ
భ)మభ

ೕసభ
. (4.15) 

Определить составляющие ܪோೕ при неподвижной контрольной 
плоскости не представляется возможным. Найденные по формуле 
(4.15) величины ܪேೕ  могут быть использованы при коррекции 
вперед при определенных гипотезах относительно ܪோೕ. 

Если имеем систему с двумя контрольными линейными усло-
виями: 

∑ ݉
ଵݔ = 0భ

ୀଵ , ∑ ݉
ଶݔ = 0భ

ୀଵ , (4.16) 

то сигналы ошибок на выходах соответствующих контрольных 
органов будут: 

∆ଵ= ∑ ݉
ଵݔ

భ
ୀଵ , ∆ଶ= ∑ ݉

ଶݔ
భ
ୀଵ . (4.17) 

Для того, чтобы уменьшить долю невыявляемых помех, раз-
ность между Δ1 Δ2 должна быть максимальной, 
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(∆ଵ − ∆ଶ)ଶ = ቀ∑ ൫ ݉
ଵ − ݉

ଶ൯భ
ୀଵ ℎቁ

ଶ
→ max,  (4.18) 

что выполняется для ортогональных контрольных плоскостей, 
у которых: 

∑ ݉
ଵ

݉
ଶ = 0భ

ୀଵ . (4.19) 

Наилучшее расположение двух плоскостей относительно век-
тора помехи будет в случае, когда вектор помехи перпендикуля-
рен пересечению плоскостей, т.е. когда 

cos ߚ = ଵߣ cos ߙ
′ + ଶߣ cos ߙ

′′, (4.20) 

где cos ߙ
′ =

ೕ
భ

ට∑ቀೕ
భቁ

మ, cos ߙ
′′ =

ೕ
మ

ට∑ቀೕ
మቁ

మ, j = 1, 2,…, n1, ߣଵ
ଶ + ଶߣ

ଶ = 1. 

При этом доставляется экстремум величине Δଵ
ଶ + Δଶ

ଶ. 
Действительно 

Δଵ
ଶ + Δଶ

ଶ =  ∑൫m୨
ଵ൯ଶ ∑ h୨

ଶ ቀ∑ cos α୨
′ cos β୨ቁ

ଶ
+ 

+( ݉
ଶ)ଶh୨

ଶ(cosα୨
′′cosβ୨)ଶ = 

= λଵ
ଶ ∑൫m୨

ଵ൯ଶ ∑ h୨
ଶ + λଶ

ଶ ∑൫m୨
ଶ൯ଶ ∑ h୨

ଶ = ∑൫m୨
ଶ൯ଶ ∑ h୨

ଶ, (4.21) 

где ∑ cosଶ ߙ
′ = 1, ∑ cosଶ ߙ

′ = 1,  

∑ cos ߙ
′ cos ߙ ′′

 = 0, j = 1, 2,…, n1,  

при условии ∑൫ ݉
ଵ൯ଶ

≠ ∑൫ ݉
ଶ൯ଶ

= ∑ ݉
ଶ. 

Аналогично, для любого числа k ортогональных контрольных 
плоскостей при наилучшем расположении плоскостей и вектора 
помехи: 

(∑ ∆
ଶ

ୀଵ ) = ∑ ݉
ଶభ

ୀଵ ∑ ℎ
ଶభ

ୀଵ . (4.22) 

Знание этой экстремальной величины позволяет назначить 
критерий для оценки эффективности контроля как отношение: 

η = ∑ ∆
మೖ

సభ
൫∑ ∆

మೖ
సభ ൯

= ቀ∑ cos ߙ
′ cos ߚ

భ
ୀଵ ቁ

ଶ
+  

+ ቀ∑ cos ߙ
′′ cos ߚ

భ
ୀଵ ቁ

ଶ
+ ⋯ + (∑ cos ߙ

 cos ߚ
భ
ୀଵ )ଶ  (4.23) 
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при условии ∑ cosଶߙ
′ = 1భ

ୀଵ , … , ∑ cosଶߙ
 = 1భ

ୀଵ , 

∑ cosଶߚ = 1భ
ୀଵ , ∑ cos ߙ

′ cos ߙ
′′ =  0భ

ୀଵ ,…, 

 ∑ cos ߙ
′ cos ߙ

 =  0భ
ୀଵ ,…, ∑ cos ߙ

ିଵ cos ߙ
 = 0. 

В формуле (4.23) ݊ଵ ≥ ݊ + ݇, величина  может изменяться от 
нуля до единицы. По этой формуле можно оценить при опреде-
ленных гипотезах о помехах эффективность выбранной схемы 
контрольных условий по отношению к наилучшему случаю рас-
положения контрольных плоскостей и помех. 

2. С помощью МИП контроль может осуществляться по раз-
личным схемам. Удобным является вариант, когда исходная задача 
остается неизменной, а введение избыточности сводится к со-
ставлению вспомогательной задачи, выходные переменные кото-
рой являются линейными комбинациями переменных основной 
задачи. Если исходная задача имеет вид (4.1), то при диагональ-
ной матрице расширения, когда Yi = Xi, i = 1, 2,…, n, а остальные 
новые переменные определяются из контрольных условий, на-
пример, для одного контрольного условия: 

∑ ݉ݔ
ାଵ
ୀଵ = 0, 

ܺାଵ = − ଵ
శభ

∑ ݉ݕ

ୀଵ , (4.24) 

эта вспомогательная задача будет иметь вид: 
ௗశభ

ௗ௧
= − ଵ

శభ
∑ ݉ ݂(ݕଵ, ,ଶݕ … , ,ݕ (ݐ

ୀଵ , (4.25) 

ܺାଵ(0) = − ଵ
శభ

∑ ݉ݕ

ୀଵ . 

Блок-схема такого контроля изображена на рис. 5. Рассмотрим 
основные характеристики этой схемы. 
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Рис. 5. Схема введения избыточности со вспомогательной задачей 

Важная характеристика системы контроля — объем дополни-
тельного оборудования. Очевидно, что эта характеристика опре-
деляется строением исходной задачи и видом контрольного усло-
вия. Из уравнения (4.25) следует, что для линейных задач при ли-
нейном контроле относительное увеличение объема оборудования 
составляет 1/n. Для нелинейных задач это увеличение обычно 
значительно больше и может достигать удвоения. Это связано 
с тем, что правую часть для переменной xn+1 надо реализовать не-
зависимо от функций f1,..., fn. В противном случае, привлекающем 
своей малой избыточностью, контролем будет охвачена только 
линейная часть задачи. 

Другая важная характеристика — надежность устройства кон-
троля. Если контролируемая и контролирующая схемы состоят из 
элементов одинаковой надежности, то условная вероятность отка-
за схемы контроля Р0 определяется отношением соответствующих 
объемов оборудования: 

ܲ = ∆ே
ேା∆ே

, (4.26) 

где N — объем оборудования для реализации исходной задачи, 
∆ܰ — объем оборудования для решения вспомогательной задачи. 
Для линейных задач P0 ≈ 1/n, т.е. достаточно мала. Для тех задач, 
где избыточность сравнима с удвоением, вероятность P0 стано-
вится равной ~ 0,5. Уменьшить ее можно за счет использования 
в устройстве контроля более надежной аппаратуры. 

КО 

X1 = Y1 

Xn = Yn 

Xn+1 
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Следующая важная характеристика — достоверность контро-
ля. Она определяется вероятностью появления неправильного 
контрольного сигнала. Можно указать три основные причины, 
приводящие к такому событию. Одна из них — неправильность 
системы контроля — была рассмотрена выше. Вторая причина — 
наличие ошибок, принципиально не обнаруживаемых контроль-
ным устройством. К ним относятся все ошибки hj, удовлетво-
ряющие уравнению: 

∆= ∑ ݉ℎ = 0ା
ୀଵ . (4.27) 

Ошибки такого рода составляют незначительную часть всех 
ошибок. Действительно, если предположить, что ݉ℎ есть дис-
кретные величины, принимающие значения 0, ±1, ±2,…, ±q, 
то легко видеть, что не существует ни одной одиночной ошибки 
(т.е. ошибки только по одной переменной), которая удовлетворяет 
условию (4.27). 

В классе двойных ошибок (т.е. ошибок по двум любым пере-
менным сразу) уже возможна их взаимная компенсация. Для каж-
дой пары переменных возможны (2ݍ)ଶ различных сочетаний 
двойных ошибок, из них компенсация возможна для 2q сочета-
ний, т.е. доля необнаруживаемых двойных ошибок не превышает 
1/2q. Для ошибок большей кратности можно воспользоваться 
приближенной оценкой вероятности того, что сумма r слагаемых, 
принимающих с равной вероятностью одно из 2q значений ±1,…, 
±q будет равна нулю, составляет: 

ܲ ≈ √
ଶ√గ

ଵ
ඥଶ(ଶିଵ)

≈ ଵ,ଷ଼ଶ
ଶ√ଶ

. (4.28) 

Из этой формулы следует, что доля неконтролируемых ошибок 
убывает как при возрастании их кратности, так и при увеличении 
числа различимых состояний переменных. Для современных 
ЦВМ и АВМ величина q, которая определяется как отношение 
динамического диапазона к точности, имеет порядок 104 или 
больше, и поэтому ошибки, удовлетворяющие (4.27), составляют 
незначительную часть всех ошибок. 
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Третья причина недостоверного контроля связана с наличием 
зоны нечувствительности, с ограниченной точностью вычисле-
ний. 

Довольно часто при анализе вычислительных процессов 
ошибки делят на два вида: негрубые или допустимые ошибки 
и грубые ошибки. Если в процессе вычислений допущены только 
негрубые ошибки, то считают, что отклонения полученных ре-
зультатов от точных значений лежат в допуске, т.е. 

ห∆ݔห ≤  j = 1, 2,…, n ,ߝ

и результаты считаются верными. 
При действии грубых ошибок результаты вычислений откло-

няются от их точных значений, и допуск превышается одной или 
несколькими координатами: 

ห∆ݔห >  .ߝ

Причиной грубых ошибок могут служить промахи программи-
ста-оператора, сбои и отказы машины, накопленные ошибки и т.д. 
Если превышается допуск по одной любой координате, то будем 
говорить об одиночных ошибках, если по двум любым — 
то о двойных, если по r любым — то о r-кратных ошибках. 

Задача контроля — обнаружение факта превышения сигналом 
ошибки Δ в контрольных условиях допустимого предела ±Δдоп. 
Вследствие конечной ширины допустимого интервала, в котором 
может изменяться Δ, среди грубых ошибок, превышающих до-
пуск ห∆ݔห >  .будут и необнаруживаемые контролем ,ߝ

Действительно, если каждая из переменных имеет предельно 
допустимую погрешность ∆ݔдоп, то предельно допустимое рассо-
гласование будет определяться как 

∆доп= ∑ ห ݉∆ݔдопหା
ୀଵ . (4.29) 

Например, для АВМ, если точность моделирования каждой из 
переменных равна 1%, n + k = 10, а диапазон изменения перемен-
ных ±100, то в Δдоп = 10 в, и для того, чтобы одиночная ошибка 
обнаруживалась с вероятностью 1, ее величина должна превы-
шать 19 в. 
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Ограничиваясь однократными ошибками (r = 1) как наиболее 
вероятными, рассмотрим вопросы чувствительности контроля 
и методы ее повышения. 

Поскольку мы выясняем, как влияют на функцию ошибки ар-
гументов, естественно воспользоваться понятиями теории чувст-
вительности, по которой коэффициенты чувствительности (коэф-
фициенты влияния) вычисляются как частные производные డ∆

డ௫ೕ
. 

Модули коэффициентов чувствительности можно использовать 
в качестве критерия для оценки чувствительности контроля. 
После нормализации чувствительность контрольного условия 
к ошибкам по переменной xj будет: 

ߩ =
หೕห

ට∑ ೕ
మశೖ

ೕసభ

. (4.30) 

Приведем пример вычисления чувствительности. Пусть име-
ется контрольное условие: 

Δ = x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0. (4.31) 

Тогда согласно (4.30) получаем: 

ଵߩ = ଵ
√ଷ

= ଵߩ ,0,182 = ଶ
√ଷ

= ଵߩ ,0,365 = ଷ
√ଷ

= 0,547, 

ଵߩ = ସ
√ଷ

= 0,73. 

Наиболее эффективно будут обнаруживаться ошибки четвер-
той переменной. 

Общую чувствительность контроля можно определить как 
среднее арифметическое чувствительностей по отдельным пере-
менным: 

ߩ = ଵ
ା

∑ ߩ
ା
ୀଵ . (4.32) 

Для примера (4.31) ρ = 0,456. 
Если имеем несколько контрольных условий: 

Δଵ = ∑ ݉
ଵݔ = 0ା

ୀଵ ,…, Δ = ∑ ݉
ݔ = 0ା

ୀଵ , (4.33) 

то для обнаружения любой ошибки достаточно, чтобы хотя бы 
одно из рассогласований вышло за допустимые пределы. Поэтому 
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чувствительность системы (4.33) к ошибкам по j-ой переменной 
ρj определится как максимальная из чувствительностей контроль-
ных условий к этой переменной: 

ߩ = maxଵழ୩ழ ߩ
. (4.34) 

Как легко показать, общая чувствительность (4.32) достигает 
максимума, когда чувствительности по всем переменным одина-
ковы. При большом числе контролируемых переменных целесо-
образно их разбивать на группы, назначая в каждой группе свое 
отдельное контрольное условие [6]. 

3. Важно не только установить факт неисправности, но и опе-
ративно осуществить ее локализацию, определить место ошибки, 
ее величину, т.е. решить задачу технической диагностики. Это 
более сложная задача по сравнению с контролем, и она требует 
дополнительного введения избыточности, большего числа допол-
нительных переменных. Если имеем контрольные условия (4.33), 
то для диагностики необходимо так назначить коэффициенты 
этих условий, чтобы пространство рассогласований Vk разбива-
лось на такие области, чтобы факт попадания точки (Δ1… Δk) в ту 
или иную область соответствовал определенному виду ошибок. 
Иными словами, необходимо установить соответствие между 
пространством первичных ошибок и пространством рассогласо-
ваний. В частности, для диагностики одиночных ошибок про-
странство Vk надо разбить на n1 областей, для диагностики оди-
ночных и двойных ошибок — на ݊ଵ + భܥ

ଶ  областей и т.д. 
Например, если для расширенной системы из четырех пере-

менных контрольные условия: 

݉ଵ
ଵℎଵ + ݉ଶ

ଵℎଶ + ݉ଷ
ଵℎଷ + ݉ସ

ଵℎସ = Δଵ, 
݉ଵ

ଶℎଵ + ݉ଶ
ଶℎଶ + ݉ଷ

ଶℎଷ + ݉ସ
ଶℎସ = Δଶ,   (4.35) 

то для определения номера ошибки, т.е. для определения места 
неисправности с точностью до переменной в случае одиночных 
ошибок матрицу коэффициентов можно взять в виде: 

ቛ1 1 0 1
1 0 1 −1ቛ. (4.36) 
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Действительно, если Δ1 ≠ 0, Δ2 ≠ 0, то действует h1; если Δ1 ≠ 0, 
Δ2 = 0, то действует h2; если Δ1 = 0, Δ2 ≠ 0, то действует h3; если 
Δ1 ≠ 0, Δ2 ≠ 0, sign Δ1 ≠ sign Δ2, то действует h4. 

В данном случае с помощью матрицы (4.36) установлено соот-
ветствие между четырьмя областями пространства и номерами 
ошибок. 

Для систем, где каждое из рассогласований имеет три разли-
чимых состояния (Δ > 0, Δ < 0, Δ ≈ 0), зависимость числа пере-
менных от числа контрольных условий определяется формулой: 

݊ଵ ≤ ଷೖିଵ
ଶ

. (4.37) 

Для того, чтобы любая одиночная помеха определялась одно-
значно, все столбцы матрицы коэффициентов контрольных усло-
вий должны быть различными и ненулевыми. Например, n1 = 13, 
k = 3, 

ะ
1 −1 1 1 −1 −1 1 0 1 1 0 0 1
1 1 −1 1 −1 1 −1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 −1 1 −1 −1 1 1 0 1 0 0

ะ. 

Можно пойти несколько другим путем в построении диагно-
стической матрицы. Можно назначить ݉

ଵ и ݉
ଶ так, чтобы 

ೕ
భ

ೕ
మ ≠ 

భ


మ, i, j = 1, 2,…, n1, i ≠ j (4.38) 

и тогда определять номер первичной ошибки hj по уравнению: 

݉
ଶ∆ଵ − ݉

ଵ∆ଶ= ∆, 

которое будет равно нулю именно для данного номера j. 
Например, выбрав для (4.35) ݉ଵ

ଵ = ݉ଵ
ଶ = ݉ଶ

ଶ = ݉ଷ
ଶ = ݉ସ

ଶ = 1, 
݉ଶ

ଵ = 2, ݉ଷ
ଵ = 3, ݉ସ

ଵ = 4, и если действует ошибка h1, то ∆ଵ= ℎଵ, 
∆ଶ= ℎଵ; если действует h2, то ∆ଵ= ℎଶ, ∆ଶ= 2ℎଶ; если действует h3, 
то ∆ଵ= ℎଷ, ∆ଶ= 3ℎଷ; если действует h4, то ∆ଵ= ℎସ, ∆ଶ= 4ℎସ. 

В данном случае по отношению контрольных сумм можно оп-
ределить номер первичной ошибки: 

∆భ
∆మ

= ݆. (4.39) 
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При этом можно определить не только номер ошибки, но и ее 
величину: 

ℎ = ∆భ
ೕ

భ = ∆మ
ೕ

మ. (4.40) 

Для диагностики ошибок кратности r необходимо r + 1 кон-
трольное уравнение. Наличие негрубых ошибок, на фоне которых 
приходится осуществлять диагностику грубых ошибок, заставля-
ет рассматривать вопрос о чувствительности диагностики.  

Результаты диагностики могут быть использованы для рас-
смотренного примера: 

ݔ = ݔ + න ݂(ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ,ସݔ ݐ݀(ݐ + ℎ

௧

௧బ

 

и, определив с помощью диагностической процедуры hj, можно 
к полученному решению добавить корректирующий сигнал, рав-
ный (-hj) и тем самым уменьшить влияние первичной ошибки. 

Но следует заметить, что если интервал времени (t – t0) боль-
шой, то вторичные ошибки, вызванные действием первичных 
ошибок, могут достичь большой величины. Поэтому очень важно 
обнаруживать и устранять саму первичную ошибку Aj, а не инте-
грал от нее, каковым является hj. Такая возможность открывается 
в системах с непрерывной обратной связью (см. § 7). 

4. Если имеем избыточную систему с (n + 1) переменными 
и одним линейным условием (4.6), то повторив решение этой сис-
темы (n + 1) раз, каждый раз с новыми коэффициентами кон-
трольной плоскости, можно получить довольно полную инфор-
мацию обо всех первичных ошибках, действующих на конкрет-
ную задачу, решаемую на конкретной аппаратуре каким-то кон-
кретным методом. При этом предполагается, что ошибки 
не изменяются при изменении коэффициентов контрольного ус-
ловия, при повороте контрольной плоскости. 

Например, если имеем систему с j = 1, 2, 3, 
ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ݂(ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ (ݐ + ,ଵݔ)ܣ ,ଶݔ ,ଷݔ  (4.41) ,(ݐ

то на выходе контрольного органа получим: 

∆= ∑ ݉ℎ
ଷ
ୀଵ . (4.42) 
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Для того, чтобы определить hj, необходимо в данном случае 
иметь три уравнения вида (4.42). Их можно получить, используя 
различные значения коэффициентов mj на заданном интервале 
времени. Таким образом, для каждого момента времени будем 
иметь систему линейных алгебраических уравнений: 

∆ଵ= ݉ଵ
′ ℎଵ + ݉ଶ

′ ℎଶ + ݉ଷ
′ ℎଷ, 

∆ଶ= ݉ଵ
′′ ℎଵ + ݉ଶ

′′ ℎଶ + ݉ଷ
′′ ℎଷ, 

∆ଷ= ݉ଵ
′′′ℎଵ + ݉ଶ

′′′ℎଶ + ݉ଷ
′′′ℎଷ, (4.43) 

откуда можно определить hj при условии: 

ቮ
݉ଵ

′ ݉ଶ
′ ݉ଷ

′

݉ଵ
′′ ݉ଶ

′′ ݉ଷ
′′

݉ଵ
′′′ ݉ଶ

′′′ ݉ଷ
′′′

ቮ ≠ 0. (4.44) 

При повороте плоскости, т.е. при перестройке правых частей 
уравнений (4.41), часть помех будет поворачиваться вместе 
с плоскостью. Для того, чтобы определить, какая доля помех по-
ворачивается, можно взять еще одну контрольную плоскость 
∆ସ= ∑ ݉

- j = 1, 2, 3, и для нее экспериментально получить веݔ∗
личину ∆ସ и сравнить расчетное и экспериментальное значение 
этих величин. Если между ними большая разница, то таким спо-
собом определить ошибки нельзя. 

Полученные в результате экспериментов и расчетов по форму-
ле (4.43) величины hj для нужных моментов времени могут быть 
использованы для коррекции решения, соответствующего этим 
моментам времени: 

ݔ
(ݐ)∗ = (ݐ)ݔ − ℎ(ݐ ), (4.45) 

где ݐ любое в интервале (t – t0). В результате экспериментов с по-
ворачивающейся плоскостью определяется направление вектора 
помех, и эта информация может быть использована как при орга-
низации непрерывной обратной связи (§ 6), так и при построении 
алгебраической коррекции (§ 5). 

В системе с двумя контрольными условиями, при повороте 
сразу пары плоскостей, необходимое число поворотов будет при-
мерно (n + 2)/2. В этом случае затраты времени на идентификацию 
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вектора помех уменьшаются в два раза по сравнению с системой, 
где только одна поворачивающаяся плоскость. 

Если число контрольных плоскостей k, то число необходимых 
поворотов (n + k)/k, и минимальное число поворотов будет при 
k~n, оно равно двум при k~3/2. Таким образом, здесь возможен 
обмен между затратами аппаратуры и затратами времени для оп-
ределения вектора помех. Чем больше контрольных плоскостей, 
т.е. чем больше избыточность аппаратуры, тем меньше раз требу-
ется повернуть пучок плоскостей, тем меньше затраты времени, 
и наоборот. Конкретная рекомендация по числу контрольных 
плоскостей зависит от размерности и сложности задачи и от вида 
используемой вычислительной машины, ее параметров по быст-
родействию, памяти и т.п. 

5. Система с поворачивающейся контрольной плоскостью по 
существу является системой с нелинейным контрольным услови-
ем, которое изменяется в дискретные моменты времени — в мо-
менты между окончанием и началом решений в процессе перио-
дизации. Далее естественно рассмотреть возможности нелиней-
ного контрольного условия вообще, чему и посвящается настоя-
щий пункт. 

Если имеем систему с нелинейным контрольным условием: 

∆= ,ଵݔ)ܨ  ଶ), (4.46)ݔ 

построенную в соответствии с § 2, то 
ௗ௫భ
ௗ௧

= ߮ଵ(ݔଵ, ଵݔ)݂(ଶݔ , ,ଶݔ  ,(ݐ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ߮ଶ(ݔଵ, ,ଵݔ)݂(ଶݔ ,ଶݔ  (4.47)    ,(ݐ
и при постоянно действующих возмущениях эта система будет: 

ௗ௫భ
ௗ௧

= ߮ଵ(ݔଵ, ,ଵݔ)݂(ଶݔ ,ଶݔ (ݐ + ,ଵݔ)ଵܣ ,ଶݔ  ,(ݐ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ߮ଶ(ݔଵ, ,ଵݔ)݂(ଶݔ ,ଶݔ (ݐ + ,ଵݔ)ଶܣ ,ଶݔ  (4.48)   ,(ݐ

где ݔଵ = ଵݔ + ଶݔ ,݁ = ଶݔ + ݁. 
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Разлагая правые части уравнений (4.48) в ряд Тейлора: 
ௗ௫భ
ௗ௧

= ቂ߮ଵ(ݔଵ, (ଶݔ + డఝభ
డ௫భ

݁ଵ + డఝభ
డ௫మ

݁ଶ + ⋯ ቃ ×  

× ቂ݂(ݔଵ, ,ଶݔ (ݐ + డ
డ௫భ

݁ଵ + డ
డ௫మ

݁ଶ + ⋯ ቃ +  ଵ,   (4.49)ܣ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ቂ߮ଶ(ݔଵ, (ଶݔ + డఝమ
డ௫భ

݁ଵ + డఝమ
డ௫మ

݁ଶ + ⋯ ቃ ×  

× ቂ݂(ݔଵ, ,ଶݔ (ݐ + డ
డ௫భ

݁ଵ + డ
డ௫మ

݁ଶ + ⋯ ቃ +   ଶܣ

и подставляя эти уравнения в выражение: 
ௗ∆
ௗ௧

= డி
డ௫భ

ௗ௫భ
ௗ௧

+ డி
డ௫మ

ௗ௫మ
ௗ௧

= ቂ డி
డ௫భ

+ డమி
డ௫భ

మ ݁ଵ + డమி
డ௫భడ௫మ

݁ଶ + ⋯ ቃ ௗ௫భ
ௗ௧

+

+ ቂ డி
డ௫మ

+ డమி
డ௫మడ௫భ

݁ଵ + డమி
డ௫మ

మ ݁ଶ + ⋯ ቃ ௗ௫మ
ௗ௧

=

     
1 2

1 1 2 2 1 2 1 2,  , , ,F F

x x
x x x x f x x t 

 

 

 
   
 

 

 1 2 1 2 1 2  , , , , , ,x x t e e A A  , (4.50) 

получаем, что сигнал ошибки на выходе контрольного органа бу-
дет сложной функцией от переменных xj, и первичных и вторич-
ных ошибок. Выражение в квадратных скобках в (4.50) тождест-
венно равно нулю по построению. 

Таким образом, нелинейный контроль позволяет обнаруживать 
как первичные, так и вторичные ошибки. Но этот вид контроля 
теснее связан с видом исходного уравнения, чем линейный кон-
троль, что является в одних случаях — достоинством, когда тре-
буется выявлять и вторичные ошибки, в других случаях — недос-
татком, так как в этом случае затруднено выявление первичных 
ошибок в чистом виде. Недостатком нелинейного контроля явля-
ется то большое усложнение, которое он привносит как в блок I, 
так и в блок III рис. 4. 

По аналогии с поворачивающейся плоскостью в случае нели-
нейного контроля можно организовать режим периодизации с од-
новременным изменением вида контрольного условия для полу-
чения полной системы уравнений относительно вторичных оши-
бок. Действительно, для (4.46): 
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∆= ,ଵݔ)ܨ (ଶݔ = ,ଵݔ)ܨ (ଶݔ + డி
డ௫భ

݁ଵ + డி
డ௫మ

݁ଶ +  

2 2 2
2 2
1 1 2 22 2

1 1 2 2

1
2

F F Fe e e e
x x x x

   
        

    (4.51) 

Это выражение является точным, если контрольное условие — 
многочлен второго порядка. Для измененного контрольного усло-
вия получим аналогичное уравнение: 

∆′= ,ଵݔ)′ܨ (ଶݔ = ଵݔ)′ܨ , (ଶݔ +
′ܨ߲

ଵݔ߲
݁ଵ +

′ܨ߲

ଶݔ߲
݁ଶ + 

2 2 2
2 2
1 1 2 22 2

1 1 2 2

1
2

F F Fe e e e
x x x x

   
     





 


. (4.52) 

Уравнения (4.51) и (4.52) образуют для каждого момента вре-
мени полную систему алгебраических уравнений относительно 
e1 и e2, откуда и могут они определяться. При этом должна вы-
полняться гипотеза о том, что первичные ошибки, действующие 
на систему, не изменяются при изменении вида контрольного 
условия. 

Качественное отличие нелинейного контроля от линейного ил-
люстрируется рис. 6, откуда видно, что линейная контрольная 
плоскость (ε — зона нечувствительности) не позволяет обнару-
живать составляющую HR вектора помехи, параллельную плоско-
сти (рис. 6а), а нелинейное контрольное условие вследствие ко-
нечности радиуса кривизны позволяет обнаруживать и эту со-
ставляющую (рис. 6б). При этом выявительные свойства нели-
нейного контроля определяются как величиной зоны нечувстви-
тельности контрольного органа, так и радиусом кривизны в точке 
контроля. Чем он меньше, тем с большей достоверностью обна-
руживаются все составляющие вектора помехи. 
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а) Линейное контрольное условие 

 

б) Нелинейное контрольное условие 

Рис. 6 

6. Естественно после рассмотрения вопросов о контроле и ди-
агностике обратиться к использованию полученных сведений для 
исправления результатов вычислений. Как уже отмечалось, один 
из видов коррекции — это коррекция вперед, когда корректирую-
щий сигнал добавляется к соответствующему выходному сигналу 
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и откорректированная выходная переменная более в вычислениях 
не участвует. 

Если в системе осуществлена диагностика с помощью повора-
чивающейся плоскости и известны величины интегралов от пер-
вичных помех для всех выходных переменных в соответствую-
щие моменты времени, то прибавив найденные поправки, мы 
осуществим коррекцию вперед. 

Если в системе осуществлена диагностика в соответствии 
с гипотезами о том, что действует одна и только одна любая по-
меха или две и только две помехи и т.д., то прибавив обнаружен-
ную таким образом помеху к соответствующей выходной пере-
менной, осуществим коррекцию вперед. 

Если в системе только одно неподвижное контрольное усло-
вие, то вычислив в соответствии с формулой (4.15) поправки 
к соответствующим переменным, мы лишь частично исправим 
их. Чем большим числом контрольных условий мы располагаем, 
тем большую долю ошибок мы исправим таким образом. При-
ближенно оценим, какой выигрыш в помехоустойчивости получа-
ется от введения избыточности и такой коррекции вперед. 

Во-первых, будем предполагать, что если решается система 
(4.1), то на решение действуют помехи, одинаковые по всем пе-
ременным, т.е. Ai = A, i = 1, 2,…, n, и модуль всего вектора помех 
будет равен: 

ܣ =  (4.53) .݊√ܣ

Во-вторых, будем предполагать, что если решается система 
с избыточностью (4.3), то на нее действуют такие же помехи 
Aj = A, j = 1, 2,…, n, и модуль вектора помех в этом случае будет: 

ܣ
′ = ܣ ,ଵ݊√ܣ

′ >  . (4.54)ܣ

Будем полагать, что контрольные плоскости относительно век-
тора помех ориентированы так, что его проекции на направления, 
перпендикулярные к плоскостям, равны между собой и равны 
составляющей вектора помех, которая параллельна всем плоско-
стям, т.е. ܪேభ = ேమܪ = ⋯ = ேೖܪ = -ோ по модулю, и, другими слоܪ
вами: 

ܣ
′ = ଵ݊√ܣ = ݇√ோܪ + 1. (4.55) 
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С помощью коррекции влияние ܪேభ … ேೖܪ  будет скомпенсиро-
вано, и на систему будет действовать лишь составляющая ܪோ , мо-
дуль которой равен: 

ோܪ = ටܣ భ
ାଵ

. (4.56) 

В-третьих, для оценки выигрыша в помехоустойчивости будем 
сравнивать модули векторов помех, действующих на решение. 
Увеличение помехоустойчивости при таких условиях будет харак-
теризоваться коэффициентом: 

ε = ுೃ
బ

= ට ା
(ାଵ)

. (4.57) 

На рис. 7 приведена зависимость коэффициента ε от избыточ-
ности, от числа контрольных условий k для различных значений 
n. Как очевидно из уравнения (4.57) и рис. 7, теоретический эф-
фект от введения избыточности получается тем больше, чем 
больше n. Чем сложнее задача, тем меньшее относительное ус-
ложнение необходимо произвести, чтобы увеличить помехо-
устойчивость. Аналогичное свойство вытекает и из формулы 
(4.37) для кодовой коррекции. Если обозначить ߰ = ݇ൗ݊ , то при 
߰ ≫ 1 получим: 

ߝ = ට టାଵ
టାଵ

≈ ටଵ

, (4.58) 

т.е. при большой относительной избыточности выигрыш в увели-
чении помехоустойчивости тем больше, чем больше исходных 
переменных, чем сложнее исходная задача. Для оценки эффек-
тивности контроля для принятого расположения вектора помех 
и контрольных плоскостей можно воспользоваться формулой 
(4.23). 
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Рис. 7. Зависимость коэффициента ε от избыточности 

В избыточных структурах с обратными связями и с нелиней-
ными контрольными условиями открываются дополнительные 
возможности для увеличения помехоустойчивости. 

§ 5. Жесткие избыточные структуры с алгебраической  
коррекцией 

Как известно из теоремы об оценке отклонения решений сис-
темы обыкновенных дифференциальных уравнений [9], эти от-
клонения зависят от величины возмущений начальных условий 
и величины постоянно действующих возмущений. И если в сис-
теме без избыточности главное средство для уменьшения откло-
нений — это ослабление самих источников помех, то в избыточ-
ных структурах появляется новое средство для борьбы с помеха-
ми, которые действуют на расширенные системы, в них можно 
использовать для этой цели операцию сжатия, операцию перехода 
от новых переменных к исходным. С ее помощью при соответст-
вующем наборе коэффициентов оказывается возможным умень-
шить величину возмущений, действующих на систему после сжа-
тия, чем и достигается уменьшение отклонения решений. 

 

k 
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1. Пусть имеем исходное уравнение Пфаффа в виде: 

ଵݕଵ݀ܨ + ଶݕଶ݀ܨ = 0. (5.1) 

Ввести избыточность можно, положив: 

ଵݕ = ∑ ܽݔ, ݕଶ = ∑ ܾݔ , j = 1, 2, 3. (5.2) 

Рассмотрим систему с линейным контрольным условием: 

∑ ݉ݔ = 0, ݉ = const, j = 1, 2, 3. (5.3) 

Дифференциальные формы расширенной системы: 

∑ ( ܽܨଵ + ܾܨଶ)ଷ
ୀଵ ଶݔ݀ = 0, ∑ ݉݀ݔ = 0ଷ

ୀଵ . (5.4) 

В расширенной системе решаются дифференциальные урав-
нения: 

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଶଷܦ + Аଵ, ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵଷܦ− + Аଶ, ௗ௫య
ௗ௧

= ଵଶܦ + Аଷ, (5.5) 

где ܣ୨ — помехи, действующие на систему, а начальные условия 
х10, х20, х30 определяются из решения уравнений (5.2) и (5.3) для 
у1 = у10, у2 = у20. 

Рассмотрим вопрос о том, как следует назначить коэффициен-
ты ܽ, ܾ, ݉, чтобы обеспечить наибольшую помехозащищен-
ность в системе, при условии: 

δ = อ
ܽଵ ܽଶ ܽଷ
ܾଵ ܾଶ ܾଷ
݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ ≠ 0. (5.6) 

Разложим вектор помех на три составляющие: на составляю-
щую N, перпендикулярную контрольной плоскости, на состав-
ляющую V, действующую вдоль вектора скорости расширенной 
системы, и на составляющую R, перпендикулярную первым двум 
составляющим. В этом случае получим: 

Аଵ = భ
√ூ

ܰ + మయ
√ூூ

ܸ + ିయభయିమభమ
√ூூூ

ܴ, 

Аଶ = మ
√ூ

ܰ + ିభయ
√ூூ

ܸ + భభమିయమయ
√ூூூ

ܴ,   (5.7) 

Аଷ = య
√ூ

ܰ + భయ
√ூூ

ܸ + మమయାభభయ
√ூூூ

ܴ, 
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где √ܫ = ට∑ ݉
ଶ, j = 1, 2, 3, 

ܫܫ√ = ඥ(ܦଶଷ)ଶ + ଶ(ଵଷܦ) + ଶ(ଵଶܦ) = ଵ
ఋ

ඥܨଵ
ଶߛଵ + ߣଶܨଵܨ2 + ଶܨ

ଶߛଶ, 

ܫܫܫ√ = ଵ
ఋ

ඨ(ܨଵ
ଶߛଵ + ߣଶܨଵܨ2 + ଶܨ

ଶߛଶ)ට∑ ݉
ଶ, 

ଵߛ = ∑ ܽ
ଶ ∑ ݉

ଶ − (∑ ܽ ݉)ଶ, 
ଶߛ = ∑ ܾ

ଶ ∑ ݉
ଶ − (∑ ܾ ݉)ଶ, 

ߣ = ∑ ݉
ଶ ∑ ܽ ܾ − ∑ ܾ ݉ ∑ ܽ ݉, 

j = 1, 2, 3. 

После выполнения операции сжатия, которая определяется 
уравнениями (5.2), получим: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶܨ +
∑ ೕೕ

√ூ
ܰ + ிమ

ఋ√ூூ
ܸ + ିிభఊభିிమఒ

ఋ√ூூூ
ܴ,   (5.8) 

ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵܨ− +
∑ ೕೕ

√ூ
ܰ + ିிభ

ఋ√ூூ
ܸ + ିிభఊభିிమఊమ

ఋ√ூூூ
ܴ. 

Рассмотрим вопрос об уменьшении влияния составляющих 
помех на решение. Очевидно, если ܨଵ и ܨଶ — знакопеременные, 
то целесообразно для увеличения знаменателей II и III положить 
λ = 0. При этом условие (5.6) не нарушается, так как: 

δδ = ተ
∑ ܽ

ଶ ∑ ܽ ܾ ∑ ܽ ݉

∑ ܽ ܾ ∑ ܾ
ଶ ∑ ܾ ݉

∑ ܽ ݉ ∑ ܾ ݉ ∑ ݉
ଶ

ተ ≠ 0. (5.9) 

Если принять за меру влияния составляющих V и R в каждый 
момент времени сумму квадратов весов при V и R в обеих состав-
ляющих решения, то при ߣ = 0: 

∆ோ= ிభ
మఊభ

మାிమ
మఊమ

మ

(ிభ
మఊభାிమ

మఊమ) ∑ ೕ
మ, ∆ఔ= ிభ

మାிమ
మ

(ఊభிభ
మାఊమிమ

మ)
, 

а при ߛଵ = ଶߛ =  :получим ߛ
∆ோ= ఊ

∑ ೕ
మ, ∆ఔ= ଵ

ఊ
. 
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Рассматривая сумму (∆ோ + ∆ఔ), получим, что минимум суммы 
будет при 

ߛ = + ∑ ݉
ଶ, (5.10) 

при этом 
∆ோ + ∆ఔ= ଶ

∑ ೕ
మ. 

Таким образом, оптимальная матрица расширения в указанном 
выше смысле будет при таком выборе ܽ, ܾ, ݉, когда ߣ = 0, 

ଵߛ = ଶߛ = ߛ = + ∑ ݉
ଶ. 

Для устранения влияния составляющей N можно выбрать: 

∑ ܽ ݉ = ∑ ܾ ݉ = 0, j = 1, 2, 3. (5.11) 

При выполнении (5.11) ߣ = 0, если 

∑ ܽ ܾ = 0, j = 1, 2, 3. (5.12) 

Может быть найдено множество матриц, удовлетворяющих 
(5.10), (5.11), (5.12). Пример такой матрицы расширения: 

δ = อ
0,31 −0,62 0,31

0,5375 0 −0,5375
1 1 1

อ = 1. 

2. Для системы с двумя исходными переменными в случае 
двух контрольных плоскостей получим: 

ݕ = ∑ ܽ
ݔ


ୀଵ , i = 1, 2, ∑ ݉

ᇱݔ = 0ସ
ୀଵ , ∑ ݉

ଶݔ = 0ସ
ୀଵ , (5.13) 

ௗ௫ೕ

ௗ௧
= (−1)ିଵܦ

ᇱ + А, j = 1, 2, 3, 4, (5.14) 

где D1 = D234, D2 = D134, D3 = D124, D4 = D123. 
А — помехи, действующие на расширенную систему. 
Полагая контрольные плоскости ортогональными 

∑ ݉
ᇱସ

ୀଵ ݉
ଶ = 0, можем получить разложение помех в виде: 

А =
ೕ

ᇲ

√ூ ଵܰ +
ೕ

మ

√ூூ ଶܰ +
(ିଵ)ೕషభୈೕ

√ூூூ
ܸ +

ொೕ

√ூ
ܴ, (5.15) 

где ଵܰ, ଶܰ, V, R, — четыре взаимно ортогональных вектора; 
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ܫ√ = ට∑( ݉
ᇱ)ଶ, √ܫܫ = ට∑( ݉

ଶ)ଶ, √ܫܫܫ = ට∑(ܦ)ଶ,  

ܸܫ√ = ට∑ ܳ
ଶ, j = 1, 2, 3, 4. 

После выполнения операции сжатия получим: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶܨ +
∑ ೕ

ᇲೕ
ᇲ

√ூ ଵܰ +
∑ ೕ

ᇲೕ
మ

√ூூ ଶܰ + ிమ
ఋ√ூூூ

ܸ + ିிభఊభିிమఒ
ఋ√ூ

ܴ, (5.16) 
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵܨ− +
∑ ೕ

మೕ
ᇲ

√ூ ଵܰ +
∑ ೕ

మೕ
మ

√ூூ ଶܰ + ିிభ
ఋ√ூூூ

ܸ + ିிభఒିிమఊభ
ఋ√ூ

ܴ, 

где √ܫܫܫ = ଵ
ఋ

ඥܨଵ
ଶߛଵ + ߣଶܨଵܨ2 + ଶܨ

ଶߛଶ, 

ܸܫ√ = ଵ
ఋ

ඨ(ܨଵ
ଶߛଵ + ߣଶܨଵܨ2 + ଶܨ

ଶߛଶ)ට∑( ݉
ᇱ)ଶ ට∑( ݉

ଶ)ଶ. 

Коэффициенты ߛଵ, ߛଶ и ߣ являются определителями произве-
дений следующих прямоугольных матриц: 

ଵߛ = หГଵГଵ
Тห = ተ

∑( ܽ
ᇱ)ଶ ∑ ܽ

ᇱ݉
ᇱ ∑ ܽ

ᇱ݉
ଶ

∑ ܽ
ᇱ݉

ᇱ ∑( ݉
ᇱ)ଶ ∑ ݉

ᇱ݉
ଶ

∑ ܽ
ᇱ݉

ଶ ∑ ݉
ᇱ݉

ଶ ∑( ݉
ଶ)ଶ

ተ, 

ଶߛ = หГଶГଶ
Тห, ߣ = หГଵГଶ

Тห, 

Гଵ = ቮ
ܽଵ

ଶ ܽଶ
ଶ ܽଷ

ଶ ܽସ
ଶ

݉ଵ
ଵ ݉ଶ

ଵ ݉ଷ
ଵ ݉ସ

ଵ

݉ଵ
ଶ ݉ଶ

ଶ ݉ଷ
ଶ ݉ସ

ଶ
ቮ, 

Гଶ = ቮ
ܽଵ

ଵ ܽଶ
ଵ ܽଷ

ଵ ܽସ
ଵ

݉ଵ
ଵ ݉ଶ

ଵ ݉ଷ
ଵ ݉ସ

ଵ

݉ଵ
ଶ ݉ଶ

ଶ ݉ଷ
ଶ ݉ସ

ଶ
ቮ. 

Если опять принять за меру влияния составляющих V и R 
в каждый момент времени сумму квадратов весов при V и R 
в обеих составляющих решения при ߛଵ = ଶߛ =  ,ߛ

∆ோ= ఊ
∑(ೕ

ᇲ)మ ∑(ೕ
మ)మ, ∆= ଵ

ఊ
, 

оптߛ = +ට∑(݉
ᇱ )ଶ ∑(݉

ଶ)ଶ.     (5.17) 
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При этом min(∆ோ + ∆) = ଶ
ఊопт

. 
Эти условия оптимальности выполняются для матрицы рас-

ширения, где все строки взаимно ортогональны и 

ଵߛ = ଶߛ =  .оптߛ

3. Для системы с тремя исходными переменными в случае 
одной контрольной плоскости получим: 

ݕ = ∑ ܽ
ݔ

ସ
ୀଵ , i = 1, 2, 3, ∑ ݉ݔ = 0ସ

ୀଵ ,   (5.18) 
ௗ௫ೕ

ௗ௧
= (−1)ିଵݑଵܦ + А, j = 1, 2, 3, 4, 

где 

ଵݑ = ଵ
ఋ
ߜ , = ተተ

ܽଵ
ଵ ܽଶ

ଵ ܽଷ
ଵ ܽସ

ଵ

ܽଵ
ଶ ܽଶ

ଶ ܽଷ
ଶ ܽସ

ଶ

ܽଵ
ଷ ܽଶ

ଷ ܽଷ
ଷ ܽସ

ଷ

݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ ݉ସ

ተተ, 

Аj — помехи, действующие на расширенную систему. 
В качестве исходной принимается система: 

ௗ௬
ௗ௧

= ݂(ݕଵ, ,ଶݕ ,ଷݕ  .i = 1, 2, 3 ,(ݐ

Разложим вектор помех на четыре составляющие: на состав-
ляющую N, перпендикулярную контрольной плоскости, на со-
ставляющую V, действующую вдоль вектора скорости расширен-
ной системы, и на взаимноортогональные составляющие R1 и R2, 
перпендикулярные первым двум составляющим: 

ܣ =
ೕ

√ூ
ܰ +

(ିଵ)ೕషభ௨భୈೕ

√ூூ
ܸ + ொ

ᇲ

√ூூூ
ܴଵ + ொ

మ

√ூ
ܴଶ, (5.19) 

где √ܫ = ට∑( ݉)ଶ, j = 1, 2, 3, 4, 

ܫܫ√ = ଵ
ఋ

ට∑ ݂
ଶଷ

ୀଵ ߛ + 2 ଵ݂ ଶ݂ߣଵ + 2 ଵ݂ ଷ݂ߣଶ + 2 ଶ݂ ଷ݂ߣଷ, 

ܫܫܫ√ = ට∑ (ܳ
ᇱ)ଶସ

ୀଵ ܸܫ√ , = ට∑ (ܳ
ଶ)ଶସ

ୀଵ , 

ߛ = หГГ
Тห, ߣଵ = หГଵГଶ

Тห, ߣଶ = หГଵГଷ
Тห, ߣଷ = หГଶГଶ

Тห, 
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Гଵ = ቮ
ܽଵ

ଶ ܽଶ
ଶ ܽଷ

ଶ ܽସ
ଶ

ܽଵ
ଷ ܽଶ

ଷ ܽଷ
ଷ ܽସ

ଷ

݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ ݉ସ

ቮ, Гଶ = ቮ
ܽଵ

ଵ ܽଶ
ଵ ܽଷ

ଵ ܽସ
ଵ

ܽଵ
ଷ ܽଶ

ଷ ܽଷ
ଷ ܽସ

ଷ

݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ ݉ସ

ቮ, 

Гଵ = ቮ
ܽଵ

ଵ ܽଶ
ଵ ܽଷ

ଵ ܽସ
ଵ

ܽଵ
ଶ ܽଶ

ଶ ܽଷ
ଶ ܽସ

ଶ

݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ ݉ସ

ቮ. 

После сжатия получим: 
ௗ௬
ௗ௧

= ݂ +
∑ ೕ

 ೕ

√ூ
ܰ + 

ఋ√ூூ
ܸ + ߉

ᇱܴଶ. (5.20) 

По аналогии с пунктами 1, 2 строим критерий для оценки по-
мехоустойчивости системы: 

∆ோ= ߉)∑
ᇱ)ଶ + ߉)∑

ଶ)ଶ,     (5.21) 

∆= ∑ 
మ

ఋమ(ூூ)
, i = 1, 2, 3. 

При ߛଵ = ଶߛ = ଷߛ = ଵߣ ,ߛ = ଶߣ = ଷߣ = 0 с учетом (5.18) 
и (5.19) получим: 

оптߛ = +ට∑( ݉)ଶ, j = 1, 2, 3, 4, 

при этом 
min(∆ோ + ∆) = ଶ

ఊопт
. (5.22) 

Эти условия оптимальности выполняются для матрицы рас-
ширения, где все строки взаимноортогональны и 

ߛ = оптߛ = ∑൫ ܽ
ᇱ൯ଶ ∑൫ ܽ

ଶ൯ଶ ∑൫ ݉൯ଶ
= ∑൫ ܽ

ᇱ൯ଶ ∑൫ ܽ
ଷ൯ଶ ∑൫ ݉൯ଶ

=  

= ∑( ܽ
ଶ)ଶ ∑( ܽ

ଷ)ଶ ∑( ݉)ଶ, j = 1, 2, 3, 4. 

4. Обобщим результаты, полученные выше, на любое число 
исходных переменных n с любым числом контрольных плоско-
стей k. Контрольные плоскости должны быть взаимно ортого-
нальными. Если матрица расширения имеет вид: 
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ߜ =

ተ

ተ

ܽଵ
ଵ ܽଶ

ଵ … ܽା
ଵ

ܽଵ
ଶ ܽଶ

ଶ … ܽା
ଶ

… … … …
ܽଵ

 ܽଶ
 … ܽା



݉ଵ
ଵ ݉ଶ

ଵ … ݉ା
ଵ

… … … …
݉ଵ

 ݉ଶ
 … ݉ା



ተ

ተ

, 

то матрицы Гi, i = 1, 2,…, n получаются вычеркиванием соответ-
ствующей строки из матрицы ߜ, например, 

Гଵ =
ተ

ተ

ܽଵ
ଶ ܽଶ

ଶ … ܽା
ଶ

… … … …
ܽଵ

 ܽଶ
 … ܽା



݉ଵ
ଵ ݉ଶ

ଵ … ݉ା
ଵ

… … … …
݉ଵ

 ݉ଶ
 … ݉ା



ተ

ተ
 и т.д. 

Если в соответствии с вышеизложенным в качестве критерия 
для выбора коэффициентов для матрицы ߜ взять минимум суммы 
квадратов весов при всех составляющих помех, кроме тех, кото-
рые перпендикулярны контрольным плоскостям, то минимум 
обеспечивается при: 

ଵߣ = หГଵГଶ
Тห = ଶߣ ,0 = หГଶГଷ

Тห = ߣ ,… ,0 = หГିଵГ
Т ห = 0, ݃ = ܥ

ଶ 

и при: 

หГଵГଵ
Тห = หГଶГଶ

Тห = ⋯ = หГГ
Т ห =  ,оптߛ

где  

оптߛ = +ට∏ ∑ ( ݉
)ଶା

ୀଵ

ୀଵ . 

В этом случае: 

min(∆ோ + ∆) = ଶ
ఊопт

. 

Если модули коэффициентов взаимноортогональных кон-
трольных плоскостей равны, то 
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min(∆ோ + ∆) = ଶ
ඥ()ೖ(ା)ೖ. (5.23) 

Из анализа этой формулы следует, что, во-первых, при фикси-
рованном числе контрольных плоскостей выигрыш от введения 
избыточности тем больше, чем больше число исходных перемен-
ных, и, во-вторых, при фиксированном числе исходных перемен-
ных выигрыш увеличивается с ростом числа контрольных плос-
костей. На рис. 8 изображена зависимость min(∆ோ + ∆) от числа 
исходных переменных для 1, 2 и 3 контрольных плоскостей при 
|m| = 1. 

 

Рис. 8. Зависимость ࡾ∆)ܖܑܕ +  от числа исходных переменных (ࢂ∆

Из формулы (5.23) также следует, что выигрыш в помехо-
устойчивости растет с ростом модулей, коэффициентов контроль-
ных плоскостей. Например, для n = 2, k = 1 при |m| = 10; 100, 
min(∆ோ + ∆) = 0,364; 0,115 соответственно. 

При выполнении условий оптимальности ்ߜߜ = 1. С ростом 
|m| увеличиваются масштабы начальных условий в расширенной 
системе. 

Для каждой конкретной задачи с заданным n следует либо ид-
ти по пути увеличения числа контрольных условий или роста 
масштабов, либо совместно использовать эти два средства увели-
чения помехоустойчивости. 

min(V+R) 

n 
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Рассмотренный выше способ выбора коэффициентов матрицы 
расширения справедлив для любых воспроизводимых функций и 
не налагает никаких ограничений на характер помех, действую-
щих на систему. Любые дополнительные сведения о помехах мо-
гут быть использованы для дальнейшего увеличения точности 
решения исходной задачи. 

Определенные выше матрицы были ортогональными, что по-
зволяло исключить влияние на решение исходной системы помех, 
перпендикулярных контрольным плоскостям. В системах с про-
стой линейной обратной связью также оказывается возможным 
подавление этих составляющих помех, при этом матрица расши-
рения уже может не быть целиком ортогональной, что значитель-
но облегчает выбор коэффициентов матрицы и дальнейшую оп-
тимизацию систем с избыточностью. 

В рассмотренных системах с избыточностью для увеличения 
помехоустойчивости использовалось только лишь устройство 
сжатия, при этом число избыточных переменных было равно чис-
лу контрольных условий. 

5. Если помехи Aj — случайные величины с математическими 
ожиданиями ξj и с дисперсиями ߪ

ଶ, то эти сведения можно эф-
фективно использовать для увеличения точности решения. 

Действительно, если для уравнений (5.5) после операции сжа-
тия получим: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵ݂(ݕଵ, ,ଶݕ (ݐ + ∑ ܽܣ
ଷ
ୀଵ ; ௗ௬మ

ௗ௧
= ଶ݂(ݕଵ, ,ଶݕ (ݐ + ∑ ܾܣ

ଷ
ୀଵ , 

то очевидно, что можно подобрать такие коэффициенты ܽ, ܾ, 
чтобы 

∑ ܽ ߦ = 0, ∑ ܾ ߦ = 0, j = 1, 2, 3, 

т.е. свести математическое ожидание помехи в выходных пере-
менных к нулю. 

Дисперсия помехи выходных переменных: 

∑ൣܦ ܽߪ
ଶଷ

ୀଵ ൧ = ∑ ܽߪ
ଶଷ

ୀଵ , Dൣ∑ ܾߪ
ଶଷ

ୀଵ ൧ = ∑ ܾߪ
ଶଷ

ୀଵ  

также может быть значительно уменьшена настройкой коэффици-
ентов ܽ, ܾ. 
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Информацию о математическом ожидании и дисперсии помех 
можно иногда получить с помощью экспериментов с поворачи-
вающейся плоскостью, рассмотренных в § 4. 

Если Aj — некоррелированные между собой случайные функ-
ции, и если mj(t) — их математические ожидания, то очевидно, 
что можно подобрать такие ܽ, ܾ, чтобы для рассматриваемого 
примера: 

∑ ܽ ݉(ݐ)ଷ
ୀଵ  и ∑ ܾ ݉(ݐ)ଷ

ୀଵ  

были наименьшими в определенном смысле, например, на задан-
ном интервале времени могут быть минимизированы максималь-
ные отклонения этих сумм от нуля, а корреляционные функции 
суммы будут: 

∑ൣܭ ܽܣ
ଷ
ୀଵ ൧ = ∑ ܽ

ଶܭ
ଷ
ୀଵ ,ݐ)  ,(ᇱݐ

∑ൣܭ ܾܣ
ଷ
ୀଵ ൧ = ∑ ܾ

ଶܭ
ଷ
ୀଵ ,ݐ)  ,(ᇱݐ

где опять-таки с помощью коэффициентов ܽ, ܾ можно умень-
шить их значения на заданном интервале времени. 

Если Aj представлены в виде канонических разложений: 

(ݐ)ܣ = ݉(ݐ) + ∑ ܸ

ୀଵ ߮(ݐ), 

где ݉(ݐ) — математические ожидания случайных функций; 
߮ଵ(ݐ), ߮ଶ(ݐ), …, ߮(ݐ) — координатные неслучайные функции; 

ܸ — некоррелированные случайные величины с математиче-
скими ожиданиями, равными нулю, то дисперсии сумм будут: 

∑ൣܦ ܽܣ(ݐ)ଷ
ୀଵ ൧ = ∑ ( ܽ

ଶ ∑ ߮
ଶ(ݐ)ܦ


ୀଵ )ଷ

ୀଵ , 

∑ൣܦ ܾܣ(ݐ)ଷ
ୀଵ ൧ = ∑ ( ܾ

ଶ ∑ ߮
ଶ(ݐ)ܦ


ୀଵ )ଷ

ୀଵ , 

где ܦ — дисперсии случайных величин ܸ по каждому из индек-
сов j. Из этих выражений видим, что с помощью ܽ, ܾ можно 
уменьшить величину дисперсии от суммы помех — случайных 
функций, представленных своими каноническими разложениями 
на заданном интервале времени. 

Таким образом, если известны вероятностные характеристики 
помех, действующих на вычислительный процесс, то эти сведения 
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могут быть эффективно использованы при построении избыточ-
ной структуры. Определение вероятностных характеристик помех 
является одной большой и сложной проблемой, которая в данной 
работе не рассматривается. 

6. Как показано Шенноном, с помощью дифференциальных 
анализаторов может быть воспроизведена любая негипертранс-
цендентная функция. Из теорем Шеннона следует, что дифферен-
циальные уравнения для воспроизведения любых негипертранс-
цендентных функций можно получить исходя из линейных диф-
ференциальных форм вида: 

∑ ଵݔଵܥ) + ଶݔଶܥ + ⋯ ܥ+ )భݔ
ୀଵ ݔ݀ = 0, 

где ܥ  — постоянные коэффициенты. 
Поэтому ниже в качестве исходных дифференциальных форм 

будем использовать лишь линейные формы. 
Пусть имеем исходную форму в виде: 

ଵݕଵܤ) + ଵݕ݀(ଶݕଶܤ + ଵݕଷܤ) + ଶݕ݀(ଶݕସܤ = 0. (5.24) 

Ввести избыточность можно, положив (5.2). 
Рассмотрим систему с линейным контрольным условием (5.3). 
Решение исходных уравнений будем искать на пересечении 

двух форм: 

∑ ଵݔଵܥ) + ଶݔଶܥ + ଷ)ଷݔଷܥ
ୀଵ ݔ݀ = 0, 

∑ ݉
ଷ
ୀଵ ݔ݀ = 0.      (5.25) 

Над новыми переменными xj выполняется операция сжатия, 
определяемая уравнениями (5.2). 

Определив из (5.2) и (5.3) xj как функции от y1 и y2, и опреде-
лив dxj как функции от dy1 dy2 при условии, что 

อ
ܽଵ ܽଶ ܽଷ
ܾଵ ܾଶ ܾଷ
݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ = ߜ ≠ 0, 

и подставив их в первое уравнение системы (5.25), получим: 

ଵܤ)
ଵݕ∗ + ଶܤ

ଵݕ݀(ଶݕ∗ + ଷܤ)
ଵݕ∗ + ସܤ

ଶݕ݀(ଶݕ∗ = 0. (5.26) 



 66

Из условия тождественности форм (5.24) и (5.26), т.е. ܤଵ = ଵܤ
∗ 

и т.д., получаем соотношения, выполнение которых необходимо 
для того, чтобы решение системы (5.25) после сжатия (5.2) пол-
ностью соответствовало решению системы (5.24). Эти соотноше-
ния между коэффициентами имеют вид: 

ଵܤ = อ
ଵܮ ଶܮ ଷܮ
ܾଵ ܾଶ ܾଷ
݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ, ܤଶ = อ
ଵܪ ଶܪ ଷܪ
ܾଵ ܾଶ ܾଷ
݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ, 

ଷܤ = อ
ܽଵ ܽଶ ܽଷ
ଵܮ ଶܮ ଷܮ
݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ, ܤସ = อ
ܽଵ ܽଶ ܽଷ
ଵܪ ଶܪ ଷܪ
݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ, 

ܮ = อ
ܿଵ ܿଶ ܿଷ

ܾଵ ܾଶ ܾଷ
݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ, ܪ = อ
ܽଵ ܽଶ ܽଷ
ܿଵ ܿଶ ܿଷ

݉ଵ ݉ଶ ݉ଷ

อ,  (5.27) 

j = 1, 2, 3. 

Таким образом, имеем систему с 18 произвольными коэффи-
циентами, связанными лишь пятью соотношениями. Рассмотрим 
вопрос о том, как следует назначить эти соотношения, чтобы 
обеспечить наибольшую помехозащищенность в системе. В рас-
ширенной системе решаются дифференциальные уравнения (5.5), 
где 

ଶଷܦ = (сଶଵݔଵ + сଶଶݔଶ + сଶଷݔଷ)݉ଷ − (сଷଵݔଵ + сଷଶݔଶ + сଷଷݔଷ) и т.д. 

Разложим вектор помех на три составляющие: на составляю-
щую N, перпендикулярную контрольной плоскости, на состав-
ляющую V, действующую вдоль вектора скорости расширенной 
системы, и на составляющую R, перпендикулярную первым двум 
составляющим. В этом случае получим (5.7): 

ܫܫ√ = ට∑ ܳ
ଶ ∑ ݉

ଶ − (∑ ܳ ݉)ଶ, j = 1, 2, 3, 

ܫܫܫ√ = ට[∑ ܳ
ଶ ∑ ݉

ଶ − ൫∑ ܳ ݉൯ଶ
] ∑ ݉

ଶ, ܳ = ∑ ܿݔ
ଷ
ୀଵ . 
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Рассмотрим выходные переменные после выполнения: 
ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵݕଷܤ) + (ଶݕସܤ +
∑ ೕೕ

√ூ
ܰ + య௬భାర௬మ

ఋ√ூூ
ܸ +  

 2
1 1 1[ j j j j j j jc m a m c a m x      + 

   2 2
2 2 2 3 3 3 ,]j j j j j j j j j j j j j j

Rc m a m c a m x c m a m c a m x
III

           

ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݕଵܤ)− + (ଶݕଶܤ +
∑ ೕೕ

√ூ
ܰ + ିభ௬భିమ௬మ

ఋ√ூூ
ܸ +  

   2 2
1 1 1 2 2 2[ j j j j j j j j j j j j j jc m b m c b m x c m b m c b m x            

 2
3 3 3]j j j j j j j

Rc m b m c b m x
III

      ,  

j = 1, 2, 3.       (5.28) 

Из рассмотрения этих уравнений следует, что вследствие дей-
ствия помех в решении появляются алгебраические суммы от 
трех составляющих вектора помехи. 

Составляющая N может быть устранена, если использовать ор-
тогональное расширение, положить: 

∑ ܽ ݉ = ∑ ܾ ݉ = 0. 
Составляющие R и V могут быть уменьшены при увеличении 

знаменателя. 
Знаменатель заведомо не нуль, если ∑ ܳ ݉

ଷ
ୀଵ = 0, т.е. если 

ортогональны многообразия (5.25), что выполняется при условии: 

∑ сଵ ݉ = ∑ сଶ ݉ = ∑ сଷ ݉ = 0, j = 1, 2, 3.  (5.29) 

При выполнении условий (5.29) уравнения (5.28) преобразу-
ются к виду: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵݕଷܤ) + (ଶݕସܤ +
∑ ೕೕ

√ூ
ܰ + య௬భାర௬మ

ఋට∑ ொೕ
మ ∑ ೕ

మ
ܸ +  

+
ି௬భ ∑ ೕೕ

య
ೕసభ ି௬మ ∑ ೕுೕ

య
ೕసభ

ఋට∑ ொೕ
మ

ܴ,  
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ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݕଵܤ)− + (ଶݕଶܤ +
∑ ೕೕ

√ூ
ܰ + ି(భ௬భାమ௬మ)

ఋට∑ ொೕ
మ ∑ ೕ

మ
ܸ +  

+
ି௬భ ∑ ೕೕ

య
ೕసభ ି௬మ ∑ ೕுೕ

య
ೕసభ

ఋට∑ ொೕ
మ

ܴ,   

j = 1, 2, 3,       (5.30) 
где ∑ ܳ

ଶଷ
ୀଵ = ଵ

ఋమ ଵݕଵܮ)] + ଶ)ଶݕଵܪ + ଵݕଶܮ) + ଶ)ଶݕଶܪ + 
ଵݕଷܮ)+ +  .[ଶ)ଶݕଷܪ
Из этих уравнений следует, что составляющая R не будет вли-

ять на решение, если 

∑ ܽܮ = ∑ ܽܪ = ∑ ܾܮ = ∑ ܾܪ = 0. (5.31) 

Устранить влияние составляющей V в этой системе оказывает-
ся невозможным, но в некоторых задачах эту составляющую 
можно не учитывать. К таким задачам относятся системы про-
граммного управления металлорежущими станками [10, 36, 37], 
где важно воспроизвести заданную кривую или поверхность. 

Рассмотрим вопрос о выполнимости условий (5.29) и (5.31), 
отметив, что если выполняются условия (5.29), то это значит, что 

∑ ܮ ݉
ଷ
ୀଵ = 0, ∑ ܪ ݉

ଷ
ୀଵ = 0. (5.32) 

Для достаточно общего случая, когда ݉ଵ = ݉ଶ = ݉ଷ = 1 из 
условий простоты реализации, уравнения (5.27) с учетом (5.32) 
преобразуются к виду: 

ଵܤ = ଵ(2ܾଶܮ − ܾଵ − ܾଷ) − ଶ(2ܾଵܮ − ܾଶ − ܾଷ), 
ଷܤ = ଵ(ܽଵܮ + ܽଷ − 2ܽଶ) + ଶ(2ܽଵܮ − ܽଶ − ܽଷ), 
ଶܤ = ଵ(2ܾଶܪ − ܾଵ − ܾଷ) − ଶ(2ܾଵܪ − ܾଶ − ܾଷ), 
ସܤ = ଵ(ܽଵܪ + ܽଷ − 2ܽଶ) + ଶ(2ܽଵܪ − ܽଶ − ܽଷ). 

Из этих уравнений можно определить ܮଵ, ܮଶ, ܪଵ, ܪଶ, и, подста-
вив их в (5.31), проверить выполнимость этих условий: 

∑ ܽܮ = ଵܤଵߦ2 + ∑ ,ଷܤଷߦ ܾܮ = ଵܤଷߦ +  ,ଷܤଶߦ2
∑ ܽܪ = ଶܤଵߦ2 + ∑ ,ସܤଷߦ ܾܪ = ଶܤଷߦ +  ସ,   (5.33)ܤଶߦ2

где 
ଵߦ = ∑ ܽ

ଶ − ܽଵܽଶ − ܽଵܽଷ − ܽଶܽଷ, 
ଶߦ = ∑ ܾ

ଶ − ܾଵܾଶ − ܾଵܾଷ − ܾଶܾଷ, 
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ଷߦ = 2 ∑ ܽ ܾ − ܽଵ(ܾଶ + ܾଷ) − ܽଶ(ܾଵ + ܾଷ) − ܽଷ(ܾଵ + ܾଶ). 

Как очевидно из (5.33), условия (5.31) выполнимы лишь при 
воспроизведении прямых линий, да и то только тогда, когда 

ଶߦଵߦ4 − ଷߦ
ଶ = 0, 

при этом ߦଵ ≠ ଶߦ ,0 ≠ 0, т.к. в противном случае ߜ = 0. 
Для любых исходных условий возможно лишь приблизитель-

ное выполнение условий (5.31). В качестве примера рассмотрим 
вопрос о синтезе устройства, воспроизводящего окружность 
B1 = B4 = 1, B2 = B3 = 0. В случае диагональной матрицы a1 = 1, 
a2 = a3 = 0, b1 = 0, b2 = 1, b3 = 0, m1 = m2 = m3 = 1, коэффициенты cij 
определяются из уравнений: 

ܿଵଵ − ܿଷଵ − ܿଵଷ + ܿଷଷ = 1, ܿଶଵ − ܿଷଵ − ܿଶଷ + ܿଷଷ = 0, 
ܿଵଶ − ܿଷଶ − ܿଵଷ + ܿଷଷ = 0, ܿଶଶ − ܿଷଶ − ܿଶଷ + ܿଷଷ = 1. 

Из условий ортогональности пересекающихся многообразий 
имеем: 

ܿଵଵ + ܿଶଵ + ܿଷଵ = 0, ܿଵଶ + ܿଶଶ + ܿଷଶ = 0, ܿଵଷ + ܿଶଷ + ܿଷଷ = 0. 

Два из коэффициентов cji могут быть заданы произвольно, на-
пример, исходя из требования иметь минимальные коэффициенты 
в правых частях уравнений. Если пересекающиеся многообразия: 

ଵݔ3)� + ଵݔ݀(ଷݔ + ଶݔ−) − ଶݔ݀(ଷݔ + ଵݔ) − ଷݔ݀(ଶݔ = 0
ଵݔ݀ + ଶݔ݀ + ଷݔ݀ = 0 ൠ, 

то дифференциальные уравнения, решения которых — окруж-
ность, будут иметь вид: 

�

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵݔ− − ଷݔ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵݔ2− − ଶݔ − ଷݔ
ௗ௫య
ௗ௧

= ଵݔ3 + ଶݔ + ଷݔ2 ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

. (5.34) 

Окружность в этом случае является проекцией на плоскость X1 
X2 линии пересечения однополостного гиперболоида с плоско-
стью. 
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Как можно показать, в случае диагональной подстановки при 
выполнении условий ортогональности подбором cji не удается 
уменьшить влияние помехи, параллельной контрольной плоско-
сти. В качестве фильтра, уменьшающего влияние таких помех на 
решение, может быть использовано устройство сжатия при соот-
ветствующем подборе ai, bi, mi. 

Например, если a1 = 1, a2 = 1,1, a3 = 0,9, b1 = 0,9, b2 = 1, b3 = 1,1, 
то ξ1 = ξ2 = 0,06, ξ3 = 0,03, что свидетельствует о значительном 
уменьшении влияния параллельной составляющей на решение. 
Дифференциальные уравнения, решения которых — окружность, 
при такой матрице сжатия будут иметь вид: 

�

ௗ௫భ
ௗ௧

= − ଶ
ଷ

ଵݔ − ଵ
ଷ

ଶݔ − ଷݔ2
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵ
ଷ

ଵݔ + ଶ
ଷ

ଶݔ + ଷݔ2
ௗ௫య
ௗ௧

= ଵ
ଷ

ଵݔ − ଵ
ଷ

ଶݔ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

  (5.35) 

с начальными условиями: 
ଵݔ = ଶݔ ,3,33ܴ− = ଷݔ ,6,66ܴ = −3,33ܴ для ݕଵ = ଶݕ ,ܴ = 0. 
В рассмотренном примере имеет место увеличение масштабов, 

т.к. ߜ = 0,03. 
Для точного задания скорости в соответствии с заданными 

дифференциальными уравнениями следует рассматривать формы: 

∑ ൫ ܿଵݔଵ + ܿଶݔଶ + ܿଷݔଷ൯݀ݔ = 0ଷ
ୀଵ , 

∑ ܽ݀ݔ − ଵݕଷܤ) + ସݔ݀(ଶݕସܤ = 0ଷ
ୀଵ , 

∑ ݉݀ݔ = 0ଷ
ୀଵ ସݔ , =  .ݐ

Эквивалентная система дифференциальных уравнений для 
этого случая: 

�

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଶଷସܦଵݑ
ᇱ = ଵݕଷܤ)ଵݑ− + ଶଷܦ(ଶݕସܤ

ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵଷସܦଵݑ−
ଶ = ଵݕଷܤ)ଵݑ + ଵଷܦ(ଶݕସܤ

ௗ௫య
ௗ௧

= ଵଶସܦଵݑ
ଷ = ଵݕଷܤ)ଵݑ− + ଵଶܦ(ଶݕସܤ

ௗ௫ర
ௗ௧

= ଵݑ−
య௬భାర௬మ

ఋ
= 1 ⎭

⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

. 
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Определив ݑଵ из последнего уравнения и подставив его 
в верхние уравнения, получим: 

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଶଷ, ௗ௫మܦߜ
ௗ௧

= ଵଷ, ௗ௫యܦߜ−
ௗ௧

=  .ଵଶܦߜ

После сжатия величина ߜ будет сокращаться и не влияет на 
масштабы скоростей. Величина ߜ влияет лишь на масштабы на-
чальных условий. 

В заключение раздела о жестких структурах отметим, что под-
ставив в уравнения (5.34) ݔଷ = ଵݔ− −  :ଶ, получимݔ

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଶ, ௗ௫మݔଵݑ
ௗ௧

= ଵ, ௗ௫యݔଵݑ−
ௗ௧

= ଵݔ)ଵݑ −  ,(ଶݔ

т.е. получаем уравнения такие же, как и при простом диагональ-
ном расширении. 

Таким образом, использование форм (5.25) эквивалентно тож-
дественным преобразованиям внутри дифференциальных урав-
нений, и если в отсутствие помех они не имеют никакого смысла, 
то при их наличии они определяют структуры с разной помехо-
устойчивостью. 

§ 6. Избыточные структуры с непрерывной обратной связью 

Выше были рассмотрены вопросы контроля избыточных 
структур, и естественно использовать сигнал ошибки на выходе 
контрольного органа для коррекции с помощью обратной связи. 

План рассмотрения таких избыточных систем будет следую-
щим — сначала будут построены цепи коррекции для невозму-
щенных избыточных систем, а потом будут исследоваться возму-
щенные уравнения с обратной связью. 

Для построения структур с обратной связью осуществим до-
полнительное расширение избыточных структур, введя новые 
дополнительные переменные — ошибки в воспроизведении за-
данных функций или в решении заданных уравнений, и восполь-
зуемся методом, изложенным в § 2. 

1. Вначале рассмотрим вопрос о построении структур с кон-
тролем и коррекцией по воспроизводимой функции [18, 24]. Если 
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исходная дифференцируемая в заданной области изменения пе-
ременных функция F(y1, y2) = 0, то введя в качестве сигнала 
ошибки новую переменную y3, получим: 

F(y1, y2) = y3. (6.1) 

После дифференцирования будем иметь: 
ௗி

ௗ௬భ
ଵݕ݀ + ௗி

ௗ௬మ
ଶݕ݀ − ଷݕ݀ = 0, (6.2) 

и эквивалентная для (6.2) система дифференциальных уравнений 
будет: 

�

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵݑ
డி
డ௬మ

− ଶݑ

ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݑ−
డி
డ௬భ

− ଷݑ

ௗ௬య
ௗ௧

= ଶݑ−
డி
డ௬భ

− ଷݑ
డி
డ௬మ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

. (6.3) 

Величина ݕଷ подсчитывается в контрольном органе по форму-
ле (6.1), она известна, и ее можно использовать для коррекции, 
назначив неопределенные коэффициенты ݑଶ и ݑଷ таким образом, 
чтобы ݕଷ → 0. 

Это осуществимо, если положить 

ଶݑ = ଷݕ
డி
డ௬భ

ଷݑ ,ߙ = ଷݕ
డி
డ௬మ

 (6.4)  .ߙ

В системе с коррекцией по воспроизводимой функции должны 
решаться уравнения: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵݑ
డி
డ௬మ

− ଷݕߙ
డி
డ௬భ

, 

ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݑ−
డி
డ௬భ

− ଷݕߙ
డி
డ௬మ

,  (6.5) 

с начальными условиями ݕଵ и ݕଶ, для которых 

F(ݕଵ, ݕଶ) = 0. 

Последнее уравнение системы (6.3) служит только для теоре-
тического рассмотрения вопроса о назначении коэффициентов, 
оно напрямую не решается в устройстве, в рассматриваемом слу-
чае оно будет иметь вид: 
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ௗ௬య
ௗ௧

= ଷ[ቀݕߙ− డி
డ௬భ

ቁ
ଶ

+ ቀ డி
డ௬మ

ቁ
ଶ

],  (6.6) 

откуда следует, что ݕଷ устойчиво стремится к нулю при коэффи-
циенте усиления в цепи коррекции ߙ > 0. С помощью коэффици-
ента ݑଵ задается скорость и направление движения по заданной 
траектории F(ݕଵ, ݕଶ) = 0. 

Если функция, которую требуется воспроизвести, задается пе-
ресечением дифференцируемых многообразий: 

,ଵݕ)ଵܨ ,ଶݕ … , (ݕ = 0, 
…………………….. 
,ଵݕ)ܨ ,ଶݕ … , (ݕ = 0, m ≤ n, (6.7) 

то при этом случай m = n означает требование решить, найти кор-
ни нелинейной системы конечных уравнений; случай m = n – 1  
означает требование воспроизвести заданную линию, одномерное 
многообразие, в n-мерном пространстве; случай m = n – 2 означа-
ет требование воспроизводить траектории на заданной многомер-
ной поверхности на двумерном многообразии, и т.д. Введя новые 
дополнительные переменные, получим: 

,ଵݕ)ଵܨ ,ଶݕ … , (ݕ =  ,ାଵݕ
…………………….. 
,ଵݕ)ܨ ,ଶݕ … , (ݕ =  ା.     (6.8)ݕ

Продифференцировав эти уравнения, получим: 

∑ డிభ
డ௬

ݕ݀ − ାଵݕ݀ = 0, 
……………………….     (6.9) 
∑ డி

డ௬
ݕ݀ − ାݕ݀ = 0. 

В соответствии с методом, описанным в § 2, можем построить 
эквивалентную для (6.9) систему дифференциальных уравнений, 
которая будет содержать ܵ = ାܥ

ାଵ неопределенных коэффициен-
тов, часть из которых можно использовать для построения цепи 
коррекции. Например, для двух пересекающихся многообразий 
с четырьмя переменными: 

,ଵݕ)ଵܨ ,ଶݕ ,ଷݕ (ସݕ =  ,ହݕ
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,ଵݕ)ଶܨ ,ଶݕ ,ଷݕ (ସݕ =  , (6.10)ݕ

где ݕହ и ݕ — сигналы ошибок на выходах контрольного органа, 
структура эквивалентных для (6.10) дифференциальных уравне-
ний будет содержать двадцать неопределенных коэффициентов 
и будет иметь вид: 
ଵݕ݀

ݐ݀
= ଶଷܦଵݑ + ଶସܦଶݑ + ଶହܦଷݑ + ଶܦସݑ + ଷସܦହݑ + 

ଷହܦݑ + + ଷܦݑ + ସହܦ଼ݑ + ସܦଽݑ +  ,ହܦଵݑ
ଶݕ݀

ݐ݀
= ଵଷܦଵݑ− − ଵସܦଶݑ − ଵହܦଷݑ − ଵܦସݑ + 

ଷସܦଵଵݑ + + ଷହܦଵଶݑ + ଷܦଵଷݑ + ସହܦଵସݑ + ସܦଵହݑ +  ,ହܦଵݑ
ଷݕ݀

ݐ݀
= ଵଶܦଵݑ − ଵସܦହݑ − ଵହܦݑ − ଵܦݑ − ଶସܦଵଵݑ − 

ଶହܦଵଶݑ −  − ଶܦଵଷݑ +  ,ହܦଵଽݑ+ସܦଵ଼ݑ+ସହܦଵݑ
ସݕ݀

ݐ݀
= ଵଶܦଶݑ + ଵଷܦହݑ − ଵହܦ଼ݑ − ଵܦଽݑ + ଶଷܦଵଵݑ − 

ଶହܦଵସݑ − − ଶܦଵହݑ  −  ,ହܦଶݑ+ଷܦଵ଼ݑ−ଷହܦଵݑ
ௗ௬ఱ
ௗ௧

= ଵଶܦଷݑ + ଵଷܦݑ + ଵସܦ଼ݑ − ଵܦଵݑ + ଶଷܦଵଶݑ + ଶସܦଵସݑ −
ଶܦଵݑ − +  ,ସܦଶݑ − ଷܦଵଽݑ−ଷସܦଵݑ
ݕ݀

ݐ݀
= ଵଶܦସݑ + ଵଷܦݑ + ଵସܦଽݑ + ଵହܦଵݑ + ଶଷܦଵଷݑ + 

ଶܦଵݑ+ଶସܦଵହݑ + +  ସହ. (6.11)ܦଶݑ+ଷହܦଵଽݑ+ଷସܦଵ଼ݑ

Проанализируем структуру неопределенных коэффициентов 
этой системы. Во-первых, выделим группу из четырех коэффици-
ентов ݑଵ, ݑଶ, ݑହ, ݑଵଵ, которые входят только в уравнения для ис-
ходных переменных ݕଵ ÷ -ସ и которые задают различные траекݕ
тории на заданном пересечении многообразий. Во-вторых, выде-
лим группу коэффициентов, которые входят только в уравнения 
для ݕଵ ÷  ,ଵଶݑ ,଼ݑ ,ݑ ,ଷݑ :ହ, таких коэффициентов шестьݕ ସ и дляݕ
-ଵ, и группу коэффициентов, которые входят только в уравݑ ,ଵସݑ
нения для ݕଵ ÷  ,ସݑ :, таких коэффициентов тоже шестьݕ ସ и дляݕ
 ,ଵ଼. В-третьих, выделим группу коэффициентовݑ ,ଵହݑ ,ଵଷݑ ,ଽݑ ,ݑ
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которые входят сразу в оба уравнения для переменных ݕହ и ଼ݕ, 
их четыре: ݑଵ, ݑଵ, ݑଵଽ, ݑଶ. 

Очевидно, что коэффициенты первой группы нельзя использо-
вать для коррекции, коэффициенты второй группы можно исполь-
зовать для коррекции либо по ݕହ, либо по ݕ, а коэффициенты 
третьей группы могут быть использованы для коррекции сразу по 
обеим переменным ݕହ, и ݕ, для коррекции с перекрестными свя-
зями. 

Вначале для простоты положим: 

ଵݑ = ଵݑ = ଵଽݑ = ଶݑ = 0, (6.12) 

что позволяет развязать переменные ݕହ, и ݕ, и назначим коэффи-
циенты второй группы так, чтобы ݕହ → ݕ ,0 → 0 при условии, 
что величины ݕହ, и ݕ известны как результат вычислений в кон-
трольном органе, 

ଷݑ = ݑ ,ଵଶܦଵߙହݕ− = ଼ݑ ,ଵଷܦଶߙହݕ− =  ,ଵସܦଷߙହݕ−
ଵଶݑ = ଵସݑ ,ଶଷܦସߙହݕ− = −yହߙହܦଶସ, ݑଵ =  ,ଷସܦߙହݕ−
ସݑ = ݑ ,ଵଶܦଵߚݕ− = ଽݑ ,ଵଷܦଶߚݕ− = −yߚଷܦଵସ, 
ଵଷݑ = ଵହݑ ,ଶଷܦସߚݕ− = ଵ଼ݑ ,ଶସܦହߚݕ− =  .ଷସܦߚݕ−

После этого уравнения для ݕହ, и ݕ будут иметь вид: 
ௗ௬ఱ
ௗ௧

= ଶ(ଵଶܦ)ଵߙ]ହݕ− + ଶ(ଵଷܦ)ଶߙ + ଶ(ଵସܦ)ଷߙ + ଶ(ଶଷܦ)ସߙ +
ଶ(ଶସܦ)ହߙ+ +  ଶ], (6.13)(ଷସܦ)ߙ
ௗ௬ల
ௗ௧

= ଶ(ଵଶܦ)ଵߚ]ݕ− + ଶ(ଵଷܦ)ଶߚ + ଶ(ଵସܦ)ଷߚ + ଶ(ଶଷܦ)ସߚ +
ଶ(ଶସܦ)ହߚ+ +  .[ଶ(ଷସܦ)ߚ

Если выражения в квадратных скобках определенно положи-
тельны, то ݕହ, и ݕ устойчиво стремятся к нулю. Для того, чтобы 
свести к минимуму число случаев, когда выражения в квадратных 
скобках равны нулю, можно положить: 

୨ߙ = ୨ߚ ,ߙ =  j = 1, 2,.., 6. (6.14) ,ߚ

Из условий устойчивости должно быть ߙ > ߚ ,0 > 0. В этом 
случае выражения в квадратных скобках обращаются в нуль толь-
ко в особых точках исходной системы уравнений. Такую коррек-
цию будем называть полной коррекцией по воспроизводимой 
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функции без перекрестных связей. Очевидно, по условиям устой-
чивости можно было бы использовать для коррекции не шесть, 
а меньшее число неопределенных коэффициентов, но при этом 
возрастет число случаев, когда коррекция действовать не будет, 
несмотря на наличие сигнала ошибки, отличного от нуля. 

При априорных сведениях о том, какие ܦ не обращаются 
в нуль в рабочем диапазоне изменения переменных, можно упро-
стить схему коррекции, положив ряд коэффициентов второй 
группы равными нулю, без риска увеличить число особых точек 
коррекции. 

Обратимся к анализу коррекции с перекрестными связями. За-
метим, что 

ଵହܦ = − డிమ
డ௬భ

ଵܦ , = డிభ
డ௬భ

ଶହܦ , = − డிమ
డ௬మ

ଶܦ , = డிభ
డ௬మ

,  (6.15) 

ଷହܦ = − డிమ
డ௬య

ଷܦ , = డிభ
డ௬య

ସହܦ , = − డிమ
డ௬ర

ସܦ , = డிభ
డ௬ర

. 

Назначим коэффициенты третьей группы как линейные ком-
бинации от сигналов ошибок: 

ଵݑ = ହݕଵߦ + ଵݑ ,ݕଵߟ = ହݕଶߦ +  ,ݕଶߟ
ଵଽݑ = ହݕଷߦ + ଶݑ ,ݕଷߟ = ହݕସߦ +  .   (6.16)ݕସߟ

И при условии, что все коэффициенты второй группы равны 
нулю, получим: 
ହݕ݀

ݐ݀ = ൬−ߦଵ
ଵܨ߲

ଵݕ߲
− ଶߦ

ଵܨ߲

ଶݕ߲
− ଷߦ

ଵܨ߲

ଷݕ߲
− ସߦ

ଵܨ߲

ସݕ߲
൰ ହݕ + 

ଵߟ−)+
డிభ
డ௬భ

− ଶߟ−
డிభ
డ௬మ

− ଷߟ
డிభ
డ௬య

− ସߟ
డிభ
డ௬ర

 ,   (6.17)ݕ(

ݕ݀

ݐ݀ = ൬−ߦଵ
ଶܨ߲

ଵݕ߲
− ଶߦ

ଶܨ߲

ଶݕ߲
− ଷߦ

ଶܨ߲

ଷݕ߲
− ସߦ

ଶܨ߲

ସݕ߲
൰ ହݕ + 

ଵߟ−)+
డிమ
డ௬భ

− ଶߟ−
డிమ
డ௬మ

− ଷߟ
డிమ
డ௬య

− ସߟ
డிమ
డ௬ర

 .ݕ(

Система (6.17) является линейной системой с переменными 
коэффициентами относительно ݕହ, и ݕ. При наличии априорной 
информации о డிభ

డ௬
, డிమ

డ௬
, i = 1, 2, 3, 4 в некоторых случаях можно 

подобрать такие ߦ, ߟ, i = 1, 2, 3, 4, чтобы ݕହ, и ݕ устойчиво 
стремились к нулю в заданном диапазоне изменения переменных 
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ଵݕ ÷  ସ при наличии постоянно действующих возмущений. Дляݕ
решения этой задачи математическая теория устойчивости распо-
лагает большим арсеналом средств. Например, если каждая из 
частных производных డிభ

డ௬
, డிమ

డ௬
, i = 1, 2, 3, 4 состоит из двух час-

тей — постоянной aji и переменной aji(t), причем aji(t) = aji(y1, y2, 
y3, y4) ограничена, то, очевидно, можно подобрать такие посто-
янные ߦ, ߟ, i = 1, 2, 3, 4, чтобы система дифференциальных 
уравнений (6.17) при aji(t) = 0 была устойчива, что гарантирует 
устойчивость и при aji(t) ≠ 0, когда они ограничены по величине. 

Появление перекрестных связей в системе с коррекцией при 
воспроизведении функций, лежащих на пересечении двух и более 
многообразий, является интересным результатом аналитического 
конструирования, потому что схема коррекции с перекрестными 
связями оказывается значительно проще схемы полной коррек-
ции. Это очевидно при рассмотрении первых четырех уравнений 
системы (6.11) с учетом того, что D56 = 1. 

Аналогичным образом синтезируется система коррекции по 
воспроизводимой функции для любых m и n уравнений (6.7). 

1. Если для контроля решения системы (6.7) используются не 
все m уравнений, а только часть их, то вопрос об эффективности 
такого контроля и коррекции совпадает с анализом эффективно-
сти МИП применительно к исходным дифференциальным урав-
нениям, решения или первые интегралы которых заранее не из-
вестны. 

2. Предельным случаем систем с коррекцией по воспроизво-
димой функции является задача нахождения корней системы не-
линейных уравнений. Если требуется решить систему: 

�
,ଵݕ)ଵܨ … , (ݕ = 0
… … … … … … … …
,ଵݕ)ܨ … , (ݕ = 0

ൡ, 

при условии, что якобиан этой системы не равен нулю, то введя 
в качестве дополнительных переменных невязки исходных урав-
нений: 

�
,ଵݕ)ଵܨ … , (ݕ = ାଵݕ

… … … … … … … …
,ଵݕ)ܨ … , (ݕ = ଶݕ

ൡ, 
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можно в соответствии с рассмотренной процедурой построить 
систему дифференциальных уравнений, для которой точками ус-
тойчивого равновесия будут корни исходной системы. Для иллю-
страции этого рассмотрим простой пример. 

Если исследуемая система: 

,ଵݕ)ଵܨ (ଶݕ = ,ଵݕ)ଶܨ ,0 (ଶݕ = 0, 

для которой: 

ቮ
డிభ
డ௬భ

డிభ
డ௬మ

డிమ
డ௬భ

డிమ
డ௬మ

ቮ ≠ 0, 

в заданной области изменения переменных, то взяв в качестве 
исходных уравнений Пфаффа: 

�
డிభ
డ௬భ

ଵݕ݀ + డிభ
డ௬మ

ଶݕ݀ − ଷݕ݀ = 0
డிమ
డ௬భ

ଵݕ݀ + డிమ
డ௬మ

ଶݕ݀ − ସݕ݀ = 0
ቑ, 

получим систему эквивалентных дифференциальных уравнений 
в виде: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶଷܦଵݑ + ଶସܦଶݑ +  ,ଷସܦଷݑ
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵଷܦଵݑ− − ଵସܦଶݑ +  ,ଷସܦସݑ
ௗ௬య
ௗ௧

= ଵଶܦଵݑ − ଵସܦଷݑ −  ,ଶସܦସݑ
ௗ௬ర
ௗ௧

= ଵଶܦଶݑ + ଵଷܦଷݑ +  .ଶଷܦସݑ

В этой системе для устойчивого стремления ݕଷ и ݕସ к 0 поло-
жим: 

ଵݑ = ଶݑ ,ଵߙଵଶܦଷݕ− =  ,ଶߙଵଶܦସݕ−

где ߙଵ и ߙଶ — положительные коэффициенты, а ݑଷ = ସݑ = 0 для 
развязки переменных ݕଷ и ݕସ. Тогда решаемая система примет 
вид: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶଷܦଵଶܦଵߙଷݕ− −  ,ଶସܦଵଶܦଶߙସݕ
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵଷܦଵଶܦଵߙଷݕ +  .ଵସܦଵଶܦଶߙସݕ
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Так как ܦଵଶ ≠ 0, и ܦଵଶ будет влиять лишь на скорость движе-
ния к корням исходной системы конечных уравнений, то поэтому 
можно положить ܦଵଶ݀ݐ = ݀߬, и должна решаться более простая 
система: 

ௗ௬భ
ௗఛ

= ଶଷܦଵߙଷݕ− −  ,ଶସܦଶߙସݕ
ௗ௬మ
ௗఛ 

= ଵଷܦଵߙଷݕ +  ,ଵସܦଶߙସݕ
где ݕଷ = ,ଵݕ)ଵܨ ସݕ ,(ଶݕ = ,ଵݕ)ଶܨ  .(ଶݕ

Начальные условия для этой системы выбираются произволь-
но в заданной области изменения переменных, и из этой произ-
вольной точки осуществляется устойчивое движение в сторону 
корней исходной системы, которые будут точками устойчивого 
равновесия для построенной системы дифференциальных урав-
нений. 

В отличие от известных методов [28, 39, 41], такой способ по-
иска корней систем конечных уравнений не требует предвари-
тельного изучения фазового пространства переменных y1 и y2 
и обеспечивает сходимость к корням в заданной области, если 
только они там есть. Он может быть распространен для поиска 
корней и для плохо обусловленных систем исходных уравнений. 

3. Если имеем исходное дифференциальное уравнение: 
ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵ݂(ݕଵ, ଵ(0)ݕ ,(ݐ =  ଵ,  (6.18)ݕ

то для аналитического конструирования цепей коррекции с по-
мощью МИП будем исходить из соответствующего уравнения 
Пфаффа, рассматривая время в качестве равноправной перемен-
ной ݐ =  ,ଶݕ

ଵݕ݀ − ଵ݂(ݕଵ, ଶݕ݀(ଶݕ = 0. (6.19) 

Введем новые переменные: 

ଵݕ = ∑ ܽଵݔ
ଷ
ୀଵ ଶݕ , = ∑ ܽଶݔ

ଷ
ୀଵ , (6.20) 

на которые наложим дополнительное условие: 

,ଵݔ)ଵܨ ,ଶݔ (ଷݔ = 0, (6.21) 

после дифференцирования которого уравнения Пфаффа расши-
ренной системы будут иметь вид: 
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�
∑ ൫ܽଵ − ଵ݂(ݔଵ , ,ଶݔ ଷ)ܽଶ൯ଷݔ

ୀଵ ݔ݀ = ସݔ݀

∑ డிభ
డ௫ೕ

ଷ
ୀଵ ݔ݀ = ହݔ݀

ቑ, (6.22) 

где ݀ݔସ и ݀ݔହ — дифференциалы ошибок в исходном уравнении 
и в контрольном условии соответственно. 

Эквивалентная для (6.22) система дифференциальных уравне-
ний будет содержать 10 неопределенных коэффициентов: 
ௗ௫భ
ௗఛ

= ଶଷܦଵݑ + ଶସܦଶݑ + ଶହܦଷݑ + ଷସܦସݑ + ଷହܦହݑ +  ,ସହܦݑ
ௗ௫మ
ௗఛ

= ଵଷܦଵݑ− − ଵସܦଶݑ − ଵହܦଷݑ + ଷସܦݑ + ଷହܦ଼ݑ +  ,ସହܦଽݑ
ௗ௫య
ௗఛ

= ଵଶܦଵݑ − ଵସܦସݑ − ଵହܦହݑ − ଶସܦݑ − ଶହܦ଼ݑ +  ସହ, (6.23)ܦଵݑ
ௗ௫ర
ௗఛ

= ଵଶܦଶݑ + ଵଷܦସݑ − ଵହܦݑ + ଶଷܦݑ − ଶହܦଽݑ −  ,ଷହܦଵݑ
ௗ௫ఱ
ௗఛ

= ଵଶܦଷݑ + ଵଷܦହݑ + ଵସܦݑ + ଶଷܦ଼ݑ + ଶସܦଽݑ +  ,ଷସܦଵݑ

где ߬ — машинное время, в общем случае ߬ ≠  .ݐ

С помощью неопределенных коэффициентов в уравнениях 
(6.23) можно задавать различные алгоритмы коррекции, полагая 
известной величину сигнала ошибки ݔହ. 

С помощью коэффициентов ݑ, ݑଽ, ݑଵ может быть задан ал-
горитм линейной коррекции. Действительно, если 

ݑ = ଽݑ ,ଵସܦହݔߙ− = ଵݑ ,ଶସܦହݔߙ− =  ,ଷସܦହݔߙ−
ଶݑ = ଷݑ = ସݑ = ହݑ = ݑ = ଼ݑ = 0,    (6.24) 
ସହܦ = ଵସܦ ,1 = డிభ

డ௫భ
ଶସܦ , = డிభ

డ௫మ
ଷସܦ , = డிభ

డ௫య
, 

то получим: 

�

ௗ௫భ
ௗఛ

= ଶଷܦଵݑ − ହݔߙ
డிభ
డ௫భ

ௗ௫మ
ௗఛ

= ଵଷܦଵݑ− − ହݔߙ
డிభ
డ௫మ

ௗ௫య
ௗఛ

= ଵଶܦଵݑ − ହݔߙ
డிభ
డ௫య ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

.     (6.25) 
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Коэффициент ݑଵ определяется из условия для переменной ݕଶ: 

ௗ௬మ
ௗఛ

= ߜ ,ଵݑߜ− = ቮ

ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
డி

డ௫భ

డி
డ௫మ

డி
డ௫య

ቮ. 

Если желательна работа в натуральном масштабе времени, 
то ߬ = ଵݑ ,ݐ = − ଵ

ఋ
. 

При этом: 
ௗ௫ఱ
ௗఛ

= − ௗ௫య
ௗఛ

∑]ߙ ( డி
డ௫ೕ

)ଶଷ
ୀଵ ], (6.26) 

и при α > 0 обеспечивается устойчивое стремление к нулю, 
но при этом: 

ௗ௫ర
ௗఛ

= ଵସܦଵହܦ]ߙହݔ + ଵସܦଶହܦ +  ଷସ], (6.27)ܦଷହܦ

т.е. не обеспечивается устойчивость относительно ошибки ݔସ 
в исходном уравнении. 

При выполнении ортогонального расширения, т.е. когда 

∑ ܽଵ
డி
డ௫ೕ

= 0ଷ
ୀଵ , ∑ ܽଶ

డி
డ௫ೕ

= 0ଷ
ୀଵ , (6.28) 

относительно ݔସ обеспечивается неопределенное положение: 
ௗ௫ర
ௗఛ

≡ 0. (6.29) 

Аналогичный алгоритм может быть получен при следующем 
назначении коэффициентов: 

ଷݑ = ହݑ ,ଵଶܦߙହݔ− = ଼ݑ ,ଵଷܦߙହݔ− =  ,ଶଷܦߙହݔ−
ଶݑ = ସݑ = ݑ = ݑ = ଽݑ = ଵݑ = 0.   (6.30) 

В этом случае система с коррекцией будет описываться урав-
нениями: 

ௗ௫భ
ௗఛ

= ଶଷܦଵݑ − ଶହܦଵଶܦ]ହݔߙ +  ,[ଷହܦଵଷܦ
ௗ௫మ
ௗఛ

= ଵଷܦଵݑ− − ଵହܦଵଶܦ−]ହݔߙ +  ଷହ,   (6.31)ܦଶଷܦ
ௗ௫య
ௗఛ

= ଵଶܦଵݑ − ଵହܦଵଷܦ−]ହݔߙ −  ,[ଶହܦଶଷܦ
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а дифференциальные уравнения ошибок будут: 
ௗ௫ర
ௗఛ

≡ 0, ௗ௫ఱ
ௗ௧

= ଶ(ଵଶܦ)]ߙହݔ− + ଶ(ଵଷܦ) +  ଶ]. (6.32)(ଶଷܦ)

Ввиду того, что ошибка ݔସ ненаблюдаема, имеются большие 
трудности в построении такой цепи коррекции, при которой 
обеспечивается устойчивое стремление к нулю как ошибки ݔହ, 
так и ошибки ݔସ. Очевидно, если бы ݔସ и ݔହ были связаны функ-
циональной зависимостью, то можно было бы более определенно 
судить о величине и скорости изменения одной ошибки, зная ве-
личину и скорость другой, и отмеченная выше трудность может 
быть преодолена. 

Свяжем ݔସ и ݔହ уравнением: 

ସݔସߛ + ହݔହߛ = 0, (6.33) 

где ߛସ и ߛହ — постоянные коэффициенты. 
Продифференцировав эти уравнения и добавив к соотношени-

ям (6.22), получим: 

�
∑ ൫ܽଵ − ଵ݂(ݔଵݔଶݔଷ)ܽଶ൯݀ݔ = ସݔ݀

ଷ
ୀଵ

∑ డி
డ௫ೕ

ݔ݀ = ହݔ݀
ଷ
ୀଵ

ସݔସ݀ߛ + ହݔହ݀ߛ = 0

ൢ.   (6.34) 

Эквивалентная система дифференциальных уравнений в этом 
случае будет содержать 5 неопределенных коэффициентов: 

ௗ௫భ
ௗఛ

= ଶଷସܦଵݑ + ଶଷହܦଶݑ + ଶସହܦଷݑ +  ,ଷସହܦସݑ
ௗ௫మ
ௗఛ

= ଵଷସܦଵݑ− − ଵଷହܦଶݑ − ଵସହܦଷݑ +  ,ଷସହܦହݑ
ௗ௫య
ௗఛ

= ଵଶସܦଵݑ + ଵଶହܦଶݑ − ଵସହܦସݑ −  ଶସହ,  (6.35)ܦହݑ
ௗ௫ర
ௗఛ

= ଵଶଷܦଵݑ− + ଵଶହܦଷݑ + ଵଷହܦସݑ +  ,ଶଷହܦହݑ
ௗ௫ఱ
ௗఛ

= ଵଶଷܦଶݑ− − ଵଶସܦଷݑ − ଵଷସܦସݑ −  ,ଶଷସܦହݑ
где ܦଵଶଷ = ଵଶସܦ ,0 = ଵଶହܦ ,ଵଶܦସߛ = ଵଷସܦ ,ଵଶܦହߛ =  ,ଵଷܦସߛ

ଵଷହܦ = ଶଷସܦ ,ଵଷܦହߛ = ଶଷହܦ ,ଶଷܦସߛ =  ,ଶଷܦହߛ
ଵସହܦ = ହߛ

డி
డ௫భ

+ ସ(ܽଵଵߛ − ݂ܽଶଵ), ܦଶସହ = ହߛ
డி

డ௫మ
+ ସ(ܽଵଶߛ − ݂ܽଶଶ), 

ଷସହܦ = ହߛ
డி

డ௫య
+ ସ(ܽଵଷߛ − ݂ܽଶଷ). 
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Положив: 
ଷݑ = ସݑ ,ଵଶସܦହݔߙ = ହݑ ,ଵଷସܦହݔߙ =  ,ଶଷସܦହݔߙ

получим: 
ௗ௫ఱ
ௗఛ

= ସߛହݔߙ−
ଶ[(ܦଵଶ)ଶ + ଶ(ଵଷܦ) +  ଶ],  (6.36)(ଶଷܦ)

а уравнение ошибки в исходном уравнении будет иметь вид: 
ௗ௫ర
ௗఛ

= ଶ(ଵଶܦ)]ହߛସߛହݔߙ + ଶ(ଵଷܦ) +  ଶ], (6.37)(ଶଷܦ)

которое при выполнении условия (6.33) обращается в устойчивое 
ௗ௫ర
ௗఛ

= ହߛସݔߙ−
ଶ[(ܦଵଶ)ଶ + ଶ(ଵଷܦ) +  ଶ. (6.38)(ଶଷܦ)

Расширенная система уравнений с коррекцией будет иметь 
вид: 
ௗ௫భ
ௗఛ

= ସߛଵݑ) + ଶଷܦ(ହߛଶݑ + ଶସହܦଵଶܦ]ସߛߙହݔ +  ,[ଷସହܦଵଷܦ
ௗ௫మ
ௗఛ

= ସߛଵݑ)− + ଵଷܦ(ହߛଶݑ + ଵସହܦଵଶܦ−]ସߛߙହݔ +  ଷସହ], (6.39)ܦଶଷܦ
ௗ௫య
ௗఛ

= ସߛଵݑ) + ଵଶܦ(ହߛଶݑ + ଵସହܦଵଷܦ−]ସߛߙହݔ −  .[ଶସହܦଶଷܦ

Коэффициенты ݑଵ и ݑଶ находятся из условия, определяющего 
скорость решения в машинном времени по сравнению со време-
нем исходной задачи. Действительно, 

ௗ௬మ
ௗఛ

= ∑ ܽଶ
ଷ
ୀଵ

ௗ௫
ௗఛ

= ସߛଵݑ) +  (6.40) ,ߜ(ହߛଶݑ
где 

δ = ቮ

ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
డி

డ௫భ

డி
డ௫మ

డி
డ௫య

ቮ ≠ 0. 

Если требуется решение задачи в натуральном масштабе вре-
мени, то 

ௗ௬మ
ௗఛ

= ସߛଵݑ ,1 + ହߛଶݑ = ଵ
ఋ
. (6.41) 

Увеличив число избыточных переменных, можно наложить 
еще одно контрольное условие на расширенную задачу: 

ଵݕ = ∑ ܽଵ
ସ
ୀଵ ݔ ଶݕ , = ∑ ܽଶ

ସ
ୀଵ ݔ , (6.42) 

(ସݔଷݔଶݔଵݔ)ଵܨ = (ସݔଷݔଶݔଵݔ)ଶܨ ,0 = 0. (6.43) 
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Продифференцировав уравнения (6.43), запишем всю систему 
с учетом уравнений (6.42) в виде уравнений Пфаффа: 

∑ ܳ
ସ
ୀଵ ݔ݀ = 0, ∑ డிభ

డ௫ೕ
ݔ݀

ସ
ୀଵ = 0, ∑ డிమ

డ௫ೕ
ݔ݀

ସ
ୀଵ = 0, (6.44) 

где ܳ = ܽଵ − ଵ݂(ݔଵݔଶݔଷݔସ)ܽଶ , j = 1, 2, 3, 4. 
Чтобы синтезировать цепь коррекции, охватить вычислитель-

ный процесс обратной связью, введем новые переменные ݔ 
и ݔ — ошибки в выполнении контрольных условий, и будем 
рассматривать как дифференциал новой переменной ݔହ ошибку 
в исходном уравнении. После этого расширения основные соот-
ношения запишутся в виде: 

∑ ܳ
ସ
ୀଵ ݔ݀ = ∑ ,ହݔ݀ డிభ

డ௫ೕ

ସ
ୀଵ ݔ݀ = ∑ ,ݔ݀ డிమ

డ௫ೕ

ସ
ୀଵ ݔ݀ =  . (6.45)ݔ݀

Рассмотрим пространство ошибок с координатами ݔହ, ݔ, ݔ. 
Для того, чтобы можно было однозначным образом судить о ве-
личине и скорости одной ошибки, зная величину и скорость дру-
гой, свяжем их простейшей функциональной зависимостью: 

ହߛ
ᇱ ହݔ + ݔߛ = ହߛ ,0

ᇱᇱݔହ + ݔߛ = 0. (6.46) 

В этом случае ошибки будут лежать на пересечении плоско-
стей I и II в соответствии с рис. 9. 

 

 

Рис. 9. Пространство ошибок с координатами ࢞, ࢞, ࢞ૠ 

x7 

x5 

x6 

I 

II 
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Продифференцировав уравнения (6.46), добавив их к соотно-
шениям (6.45), построим эквивалентную им систему дифферен-
циальных уравнений, которая в данном случае будет содержать 
семь произвольных коэффициентов: 

ௗ௫భ
ௗఛ

= ଶଷସହܦଵݑ + ଶଷସହܦଶݑ + ଶଷସܦଷݑ + ଶଷହܦସݑ +
ଶସହܦହݑ+ + ଷସହܦݑ , 

ௗ௫మ
ௗఛ

= ଵଷସହܦଵݑ− − ଵଷସହܦଶݑ − ଵଷସܦଷݑ − ଵଷହܦସݑ −
ଵସହܦହݑ − + ଷସହܦݑ , 

ௗ௫య
ௗఛ

= ଵଶସହܦଵݑ + ଵଶସହܦଶݑ + ଵଶସܦଷݑ + ଵଶହܦସݑ −
ଵସହܦݑ− − ଶସହܦݑ , 

ௗ௫ర
ௗఛ

= ଵଶଷହܦଵݑ− − ଵଶଷହܦଶݑ − ଵଶଷܦଷݑ + ଵଶହܦହݑ +
ଵଷହܦݑ+ + ଶଷହܦݑ , 

ௗ௫ఱ
ௗఛ

= ଵଶଷସܦଵݑ + ଵଶଷସܦଶݑ − ଵଶଷܦସݑ − ଵଶସܦହݑ −
ଵଷସܦݑ− − ଶଷସܦݑ , 

ௗ௫ల
ௗఛ

= ଵଶଷସହܦଵݑ− + ଵଶଷସܦଷݑ + ଵଶଷହܦସݑ + ଵଶସହܦହݑ +
ଵଷସହܦݑ+ + ଶଷସହܦݑ , 

ௗ௫ళ
ௗఛ

= ଵଶଷସହܦଶݑ− − ଵଶଷସܦଷݑ − ଵଶଷହܦସݑ − ଵଶସହܦହݑ −
ଵଷସହܦݑ− − ଶଷସହܦݑ ,     (6.47) 

где ܦଵଶଷସହ = ଵଶଷସܦ = ଵଶଷସܦ = 0, 

ଵଶଷܦ = ଵଷସܦ ,ߛߛଵଶଷܦ =  ,ߛߛଵଷସܦ
ଵଶସܦ = ଶଷସܦ ,ߛߛଵଶସܦ =  ,ߛߛଶଷସܦ
ଵଶଷହܦ = ହߛଵଶଷܦ−

ᇱᇱߛ, ܦଵଶଷହ = ହߛଵଶଷܦ
ᇱ  ,ߛ

ଵଷସହܦ = ହߛଵଷସܦ−
ᇱᇱߛ, ܦଵଶସହ = ହߛଵଶସܦ

ᇱ  ,ߛ
ଵଶସହܦ = ହߛଵଶସܦ−

ᇱᇱߛ, ܦଵଷସହ = ହߛଵଷସܦ
ᇱ  ,ߛ

ଶଷସହܦ = ହߛଶଷସܦ−
ᇱᇱߛ, ܦଶଷସହ = ହߛଶଷସܦ

ᇱ  .ߛ

Таким образом, дифференциальные уравнения ошибок зависят 
от четырех коэффициентов ݑସ, ݑହ, ݑ, ݑ, которые и можно так 
назначить в функции от известных, измеряемых ошибок ݔ и ݔ, 
чтобы обеспечить устойчивое стремление ݔହ, ݔ и ݔ к нулю. 
В частности, можно положить: 

ସݑ = ହݑ ,ଵଶଷହܦݔߙ = ଵଶସହܦݔߙ , 
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ݑ = ݑ ,ଵଷସହܦݔߙ = ଶଷସହܦݔߙ ,    (6.48) 

что обеспечивает устойчивое стремление переменной ݔ к нулю. 
Чтобы использовать для коррекции как сигнал ݔ, так и сигнал ݔ, 
назначим: 

ସݑ = ହݑ ,ଵଶଷହܦݔଵߙ− =   ,ଵଶସହܦݔଶߙ
ݑ = ݑ ,ଵଷସହܦݔଵߙ− = ଶଷସହܦݔଶߙ− .   (6.49) 

И третий вариант коррекции получим, назначив: 

ସݑ = ହݑ ,ଵଶଷହܦߙݔ− = ଵଶସହܦߙݔ− , 
ݑ = ݑ ,ଵଷସହܦߙݔ− = ଶଷସହܦߙݔ− .   (6.50) 

Воспользовавшись уравнениями (6.46), рассмотрим уравнения 
для переменных ݔହ, ݔ, ݔ, которые получаются при разных вари-
антах коррекции. Для вариантов (6.48) и (6.50) получим: 

ௗ௫ఱ
ௗఛ

= ଶ(ଵଶଷܦ)]ଵܤߙହݔ− + ଶ(ଵଶସܦ) + ଶ(ଵଷସܦ) +  ,[ଶ(ଶଷସܦ)
ௗ௫ల
ௗఛ

= ଶ(ଵଶଷܦ)]ଵܤߙݔ− + ଶ(ଵଶସܦ) + ଶ(ଵଷସܦ) +  ଶ], (6.51)(ଶଷସܦ)
ௗ௫ళ
ௗఛ

= ଶ(ଵଶଷܦ)]ଵܤߙݔ− + ଶ(ଵଶସܦ) + ଶ(ଵଷସܦ) +  ,[ଶ(ଶଷସܦ)

где ܤଵ = ହߛ)
ᇱᇱߛ)ଶ для варианта (6.48) и ܤଵ = ହߛ)

ᇱ  )ଶ для вариантаߛ
(6.50). 

Для варианта (6.49) будем иметь: 
ହݔ݀

݀߬
= ߛଵߙହݔ−

ଶߛ
ଶ[(ܦଵଶଷ)ଶ(ܦଵଷସ)ଶ] − 

ߛଶߙହݔ −
ଶߛ

ଶ[(ܦଵଶସ)ଶ(ܦଶଷସ)ଶ], 
ௗ௫ల
ௗఛ

= ହߛ)ଵߙݔ−
ᇱ [ଶ(ଵଷସܦ)ଶ(ଵଶଷܦ)])ଶߛ −  

ହߛ)ଶߙݔ−
ᇱᇱߛ)ଶ[(ܦଵଶସ)ଶ(ܦଶଷସ)ଶ],                                                 (6.52) 

ௗ௫ళ
ௗఛ

= ହߛ)ଵߙݔ−
ᇱ [ଶ(ଵଷସܦ)ଶ(ଵଶଷܦ)])ଶߛ −  

ହߛ)ଶߙݔ−
ᇱᇱߛ)ଶ[(ܦଵଶସ)ଶ(ܦଶଷସ)ଶ]. 

Из рассмотренных этих шести формул очевидно, что коррек-
ция во всех случаях является полной, т.е. число особых точек 
коррекции равно числу особых точек основной расширенной сис-
темы (для варианта (6.49) это имеет место при ߙଵ > ଶߙ ,0 > 0); 
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что устойчивость коррекции обеспечивается при любых ߛହ
ᇱ ହߛ ,

ᇱᇱ, 
ߙ , не равных нулю, и при любыхߛ ,ߛ > ଵߙ ,0 > ଶߙ ,0 > 0. 

Из соображений надежности коррекции предпочтительным 
является вариант (6.49), в котором используются оба сигнала 
ошибки. Для этого случая уравнения расширенной системы 
с коррекцией будут иметь вид: 
ௗ௫భ
ௗఛ

= ଵݑ
ଶଷସܦ∗ − ଵଶଷହܦଶଷହܦ)ଵߙݔ + (ଵଷସହܦଷସହܦ +

 ,ଵଶସହܦଶସହܦଶߙݔ +
ଶݔ݀

݀߬
= ଵݑ−

ଵଷସܦ∗ + ଵଶଷହܦଵଷହܦଵߙݔ − 
ଵଶସହܦଵସହܦ)ଶߙݔ− −  ଶଷସହ), (6.53)ܦଷସହܦ
ௗ௫య
ௗఛ

= ଵݑ
ଵଶସܦ∗ − ଵଶଷܦଵଶହܦ)ଵߙݔ − (ଵଷସହܦଵସହܦ −

 ,ଶଷସହܦଶସହܦଶߙݔ−
ௗ௫ర
ௗఛ

= ଵݑ−
ଵଶଷܦ∗ − ଵଷସହܦଵଷହܦଵߙݔ + ଵଶସହܦଵଶହܦ)ଶߙݔ + 

23567 23456D D ), 
где ݑଵ

∗ = ହߛଵݑ−
ᇱᇱߛ + ହߛଶݑ

ᇱ ߛ +   и определяется из условияߛߛଷݑ
соответствия машинного времени со временем исходной задачи. 

Аналогичным образом можно строить цепи коррекции для 
любого числа исходных дифференциальных уравнений с любым 
числом контрольных условий. 

4. Рассмотрим вопросы построения схемы коррекции, когда 
к исходным дифференциальным уравнениям примешивается кон-
трольная задача в виде дифференциальных уравнений, первый 
интеграл которых известен и который может быть использован 
для контроля расширенной задачи. Итак, в качестве исходной за-
дачи возьмем: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵ݂(ݕଵ,  (6.54) ,(ݐ

а в качестве контрольной задачи: 
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݑ
∗ డி

డ௬య
, ௗ௬య

ௗ௧
= ଵݑ−

∗ డி
డ௬మ

, (6.55) 

первый интеграл этих уравнений предполагается известным: 

,ଶݕ)ܨ (ଷݕ = 0. (6.56) 
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Перемешаем эти задачи, положив: 

ݕ = ∑ ܽ
ଷ
ୀଵ  , i = 1, 2, 3. (6.57)ݔ

На этот раз не будем выполнять операцию расширения. Про-
дифференцировав уравнения (6.57) по t и подставив вместо ௗ௬

ௗ௧
 

правые части уравнений (6.54) и (6.55), определим 
ௗ௫ೕ

ௗ௧
 из системы 

уравнений: 

�

∑ ܽଵ
ଷ
ୀଵ

ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ଵ݂(ݔଵݔଶݔଷ , (ݐ

∑ ܽଶ
ଷ
ୀଵ

ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ଵݑ

∗ డி
డ௬ర

∑ ܽଷ
ଷ
ୀଵ

ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ଵݑ−

∗ డி
డ௬య ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

,    (6.58) 

при условии, что определитель δ этой системы не равен нулю: 
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵ
ஔ

(δଵଵ ଵ݂ + δଵଶݑଵ
∗ డி

డ௬ర
+ δଵଷݑଵ

∗ డி
డ௬య

), 
ௗ௫మ
ௗ௧

= − ଵ
ஔ

(δଶଵ ଵ݂ + δଶଶݑଵ
∗ డி

డ௬ర
+ δଶଷݑଵ

∗ డி
డ௬య

),   (6.59) 
ௗ௫య
ௗ௧

= ଵ
ஔ

(δଷଵ ଵ݂ + δଷଶݑଵ
∗ డி

డ௬ర
+ δଷଷݑଵ

∗ డி
డ௬య

), 

где δ — соответствующие миноры определителя δ. 

Отметим, что при таком введении избыточности правые части 
уравнений оказываются функцией от сумм правых частей исход-
ных и контрольных уравнений, а не произведением их, как это 
получается при других способах введения избыточности, описан-
ных, например, в предыдущем пункте. Это существенно для уп-
рощения правых частей расширенных систем. 

Начальные условия этих уравнений ݔ определяются в функ-
ции от начальных условий уравнений (6.54) и (6.55). 

При построении цепи коррекции будем исходить из следую-
щих уравнений Пфаффа: 
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�

∑ ܽଵ݀ݔ − ଵ݂݀ݔସ = ହݔ݀
ଷ
ୀଵ

∑ ܽଶ݀ݔ − ସݔଶ݀ݍ = ݔ݀
ଷ
ୀଵ

∑ ܽଷ݀ݔ + ସݔଵ݀ݍ = ݔ݀
ଷ
ୀଵ

ݔଵ݀ݍ + ݔଶ݀ݍ = ଼ݔ݀
ହݔହ݀ߛ + ଼ݔ଼݀ߛ = 0 ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

, (6.60) 

где ݍଵ = ଵݑ
∗ డி

డ௬మ
ଶݍ , = ଵݑ

∗ డி
డ௬య

  — дифференциалыݔ݀ ,ݔ݀ ,ହݔ݀ ,
ошибок в исходном и дополнительных уравнениях, ଼ݔ — измери-
мая ошибка, 

,ଶݕ)ܨ (ଷݕ =  (6.61)  ,଼ݔ

коэффициенты ߛହ и ߛ задают связь между ошибкой в исходном 
уравнении и ошибкой в контрольном условии, ݔସ = -Эквива .ݐ
лентная система дифференциальных уравнений будет содержать 
28 коэффициентов. Как очевидно из рассмотрения всего набора 
произвольных коэффициентов для системы (6.60) в соответствии 
с методом синтеза, развитом в § 2, первые шесть коэффициентов, 
u1÷ u6, которые входят в уравнения 

ௗ௫ೕ

ௗ௧
, j = 1, 2, 3, 4 и не входят 

в остальные уравнения, могут быть использованы для создания 
темпа решения из условия ௗ௫ర

ௗ௧
= 1. При этом выражения для пра-

вых частей уравнений первых трех переменных будут иметь вид 
(6.59). Коррекцию можем задать с помощью коэффициентов u8 
и u9. После этого уравнения для интересующих нас ошибок ݔହ 
и ଼ݔ будут иметь вид: 

ௗ௫ఱ
ௗ௧

= ଵଶଷ଼ܦ଼ݑ− −  ,ଵଶଷ଼ܦଽݑ
ௗ௫ఴ
ௗ௧

= ଵଶଷହܦ଼ݑ− −  ଵଶଷହ.    (6.62)ܦଽݑ

Положив ଼ݑ = ଵଶଷହܦ଼ݔߙ ଽݑ , = ଵଶଷହܦ଼ݔߙ ,  (6.63) 
получим: 

ௗ௫ఴ
ௗ௧

= ଵݍ)ଶ(ଵଶଷܦ)ߙ଼ݔ−
ଶ + ଶݍ

ଶ)ߛହ
ଶ. (6.64) 

А для ошибки ݔହ с учетом связи ߛହݔହ + ଼ݔ଼ߛ = 0 получим: 
ௗ௫ఱ
ௗ௧

= ଵݍ)ଶ(ଵଶଷܦ)ߙ଼ݔ
ଶ + ଶݍ

ଶ)ߛହ଼ߛ = ହߛߙହݔ−
ଶ(ܦଵଶଷ)ଶ(ݍଵ

ଶ + ଶݍ
ଶ). (6.65) 
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Как следует из уравнений (6.64) и (6.65), ݔହ и ଼ݔ при такой 
коррекции устойчиво стремятся к нулю. Решаемые в устройстве 
уравнения при этом будут иметь вид: 

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵݑ
ଶଷସܦ∗∗ + ଶଷହ଼ܦ଼ݑ +  ,ଶଷହ଼ܦଽݑ

ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵݑ−
ଵଷସܦ∗∗ − ଵଷହ଼ܦ଼ݑ −  ଵଷହ଼,   (6.66)ܦଽݑ

ௗ௫య
ௗ௧

= ଵݑ
ଶଷସܦ∗∗ + ଵଶହ଼ܦ଼ݑ +  ,ଵଶହ଼ܦଽݑ

где ݑଵ
ଵݑ ,ଶଷସܦ∗∗

ଵݑ ,ଵଷସܦ∗∗
-ଶଷସ имеют вид правых частей уравнеܦ∗∗

ний (6.59) соответственно, 

ଵଶହ଼ܦ = ଼ߛଵݍଵଷߜ− − ଵଶହ଼ܦ ,ହߛଶଷߜ = ଼ߛଶݍଵଷߜ− +  ,ହߛଷଷߜ
ଵଷହ଼ܦ = ଼ߛଵݍଵଶߜ− − ଵଷହ଼ܦ ,ହߛଶଶߜ = ଼ߛଶݍଵଶߜ− +   ,ହߛଷଶߜ
ଶଷହ଼ܦ = ଼ߛଵݍଵଵߜ− − ଶଷହ଼ܦ ,ହߛଶଵߜ = ଼ߛଶݍଵଵߜ− +  ,ହߛଷଵߜ
ଵଶଷହܦ = ଵଶଷହܦ ,ହߛଵݍߜ− =  .ହߛଶݍߜ−

Интересно сравнить системы коррекции, рассмотренные в пре-
дыдущем пункте, с полученной системой. Различие между ними выте-
кает из различия между предпоследним уравнением системы 
(6.60) и уравнениями (6.46). Построенная избыточная система 
оказывается аналогичной известным системам с пробным сигна-
лом, только в нашем случае генератор пробных воздействий за-
мешивается в структуру системы и является неотъемлемой ее ча-
стью. Априорная информация о решениях уравнений (6.55) — 
о пробных сигналах — может быть использована для получения 
дополнительной информации о помехах, действующих на всю пе-
ремешанную систему, и для введения дополнительных коррекций. 

5. Во всех рассмотренных выше случаях использовалась отри-
цательная обратная связь, которая снижала чувствительность кон-
троля. Представляется интересным исследовать возможности по-
ложительной обратной связи для увеличения чувствительности 
контроля. Такой режим работы представляется целесообразным в 
период отладки программ, в предстартовый период приработки 
бортовых машин для выявления скрытых неисправностей. Для 
иллюстрации этой идеи рассмотрим расширенную систему 
(6.23), где ݔସ — ошибка в исходном уравнении, ݔହ — ошибка 
контрольного условия. Очевидно, в этом случае следует исполь-
зовать такие коэффициенты ݑௌ, которые входят в уравнение для ݔହ 
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и не входят в уравнение для ݔସ. Назначим эти коэффициенты ݑଷ, 
-ହ была явно неустойчивой, и полоݔ так, чтобы величина ଼ݑ ,ହݑ
жим коэффициенты ݑଶ = ସݑ = ݑ = ݑ = ଽݑ = ଵݑ = 0, тогда: 

ଷݑ = ହݑ ,ଵଶܦଵߙହݔ = ଼ݑ ,ଵଷܦଶߙହݔ =  ,ଶଷܦଷߙହݔ
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଶଷܦଵݑ + ଶହܦଵଶܦଵߙ)ହݔ +  ,(ଷହܦଵଷܦଶߙ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵଷܦଵݑ− + ଵହܦଵଶܦଵߙ−)ହݔ +  ଷହ),  (6.67)ܦଶଷܦଷߙ
ௗ௫య
ௗ௧

= ଵଶܦଵݑ + ଵହܦଵଷܦଶߙ−)ହݔ −  ,(ଶହܦଶଷܦଷߙ

при этом ௗ௫ర
ௗ௧

= 0, ௗ௫ఱ
ௗ௧

= ଶ(ଵଶܦ)ଵߙ−]ହݔ + ଶ(ଵଷܦ)ଵߙ +  ,[ଶ(ଶଷܦ)ଷߙ
и если выражение в квадратных скобках больше нуля, то неустой-
чивость обеспечивается. 

Введение положительной обратной связи эквивалентно 
уменьшению зоны нечувствительности контрольного органа, что 
важно в период отладки программ и в предстартовом контроле. 
Введение отрицательной обратной связи эквивалентно увеличе-
нию зоны нечувствительности, что может быть полезным в пери-
од боевой работы бортовой машины для исключения ложных 
срабатываний. 

6. Перейдем к рассмотрению избыточных структур с непре-
рывной обратной связью при наличии помех. Для системы (6.25) 
получим при 

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଶଷܦ − ߙ∆ డி
డ௫భ

+ ,ଵݔ)ଵܣ ,ଶݔ ,ଷݔ  ,(ݐ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵଷܦ− − ߙ∆ డி
డ௫మ

+ ,ଵݔ)ଶܣ ,ଶݔ ,ଷݔ  (6.68)   ,(ݐ
ௗ௫య
ௗ௧

= ଵଶܦ − ߙ∆ డி
డ௫య

+ ,ଵݔ)ଷܣ ,ଶݔ ,ଷݔ  ,(ݐ

и тогда 
ௗ∆
ௗ௧

= ߙ∆− ቈ∑ ൬ డி
డ௫ೕ

൰
ଶ

ଷ
ୀଵ  + ∑ డி

డ௫ೕ

ଷ
ୀଵ ܣ . (6.69) 

При медленно меняющихся ܣ  и в установившемся режиме 
для контрольного условия с постоянными коэффициентами: 

డி
డ௫ೕ

= ݉ ,  
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∆≈
∑ ೕೕ

య
ೕసభ

ఈ ∑ ೕ
మయ

ೕసభ
, (6.70) 

откуда следует возможность определения самих ܣ , а не их ин-
тегралов, как было показано в § 4. Для (6.70) можно показать, что 
∆ будет иметь экстремум при: 

cos ߙ
ᇱ = cos ߚ

ᇱ, j = 1, 2, 3, (6.70) 
где 

cos ߙ
ᇱ =

ೕ

ට∑ ೕ
మ
, cos ߚ

ᇱ =
ೕ

ට∑ ೕ
మ
, 

при этом 
∆ଶ= ∑ ݉

ଶଷ
ୀଵ ∑ ܣ

ଶଷ
ୀଵ

ଵ
ఈమ. (6.71) 

Условие (6.70) может выполняться в каждый момент времени 
только для нелинейных контрольных условий, для которых в этом 
случае будем иметь: 

ങಷ
ങೣೕ

ඨ∑ങಷమ
ങೣೕ

=
ೕ

ට∑ ೕ
మ
, (6.72) 

и в идеальном случае ܣ = డி
డ௫ೕ

. 

В установившемся режиме из (6.69) для этого случая: 

1 − =∆ߙ ߙ ,0 = ଵ
∆
. (6.73) 

При подстановке этих значений в (6.68) получаем, что задача 
решается абсолютно точно. Этот идеальный случай предусматри-
вает полную информацию о помехах ܣ  и работу по существу 
с бесконечным коэффициентом усиления ߙ. 

При нескольких линейных контрольных условиях будем 
иметь: 

∆≈
∑ ೕ

ೖೕ
భ
ೕసభ

ఈ ∑ (ೕ
ೖ)మభ

ೕసభ
, k = 1, 2,…, n,  (6.74) 
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откуда при таком выполнении ряда гипотез можно определить ܣ  
либо способами кодовой диагностики, либо с помощью повора-
чивающейся плоскости (см. § 4). 

Если на систему с линейным контрольным условием действу-
ют помехи — постоянные величины, то 

∆=
∑ ೕೕ

ఈ
(݁ఈ௧ − 1), (6.75) 

где ܤ = ∑ ݉
ଶ, j = 1, 2,…, n1. 

Коэффициенты чувствительности для ∆ в этом случае будут: 
డ∆

డೕ
=

ೕ

ఈ
(݁ఈ௧ − 1), (6.76) 

и если ܤߙ > 0, т.е. для систем с положительной обратной связью, 
чувствительность растет со временем, а если ܤߙ < 0, т.е. для сис-
тем с отрицательной обратной связью, чувствительность с ростом 
времени стабилизируется, но она будет при |ܤߙ| < 1 меньше, чем 
в режиме без обратной связи. 

7. Исследуем влияние обратной связи на первичные ошибки. 
В соответствии с (6.68) для исходных переменных получим: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵ݂(ݕଵ, (ݐ − ߙ∆ ∑ ܽଵ
ଷ
ୀଵ

డி
డ௫ೕ

+ ∑ ܽଵ
ଷ
ୀଵ  ,ܣ

ௗ௬మ
ௗ௧

= 1 − ߙ∆ ∑ ܽଶ
ଷ
ୀଵ

డி
డ௫ೕ

+ ∑ ܽଶ
ଷ
ୀଵ  ,   (6.77)ܣ

откуда следует, что для данного вида обратной связи при выпол-
нении условий ортогональности (6.28) обратная связь на пере-
менные после операции сжатия не действует. Поэтому будем рас-
сматривать случай, когда условия ортогональности не выполня-
ются, и воспользуемся разложением помех на составляющие N, V, 
R (5.7), положив ݉ = డி

డ௫ೕ
. Для медленно меняющихся ܣ  и డி

డ௫ೕ
 

в установившемся режиме: 

∆≈
∑ ങಷ

ങೣೕ
ೕ

య
ೕసభ

ఈ ∑ ( ങಷ
ങೣೕ

)మయ
ೕసభ

.   (6.78) 

Подставив (6.78) и (5.7) в (6.77), обнаружим, что в системе 
с такой обратной связью устраняется влияние составляющей N. 
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При наличии информации о векторе помех с помощью такой об-
ратной связи можно обеспечить хорошее подавление первичных 
ошибок с момента начала решения. 

Важно заметить, что такое подавление обеспечивается для лю-
бой матрицы расширения, в том числе и для диагональной, когда 
исходная задача не подвергается никаким изменениям, лишь па-
раллельно с ней решается вспомогательная задача, составленная 
в соответствии с видом контрольного условия [6]. 

В системах с обратной связью типа (6.39), как можно показать 
аналогичным образом, обеспечивается подавление любых помех, 
если только составляющие этих помех связаны соотношением: 

ߛହට∑ డி
డ௫ೕ

ଷ
ୀଵ + ସߛ ൬∑ ܽଵ

డி
డ௫ೕ

ଷ
ୀଵ − ଵ݂ ∑ ܽଶ

డி
డ௫ೕ

ଷ
ୀଵ ൰൨ ܰ +

ଶ(ଵଶܦ)ସඥߛ+ + ଶ(ଵଷܦ) + ଶܴ(ଶଷܦ) = 0.    (6.79) 

В системе с коррекцией типа (6.66) обеспечивается подавление 
всех составляющих помех, ортогональных контрольному много-
образию (6.61) с учетом связей между ошибками. 

8. Рассмотрим простой пример для иллюстрации действия об-
ратной связи. Пусть исходная задача: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵ(0)ݕ ,ଵݕଵߣ =  ଵ  (6.80)ݕ

решается в расширенной системе с диагональной матрицей 
и линейным контрольным условием: 

ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵ, ௗ௫భݔଵߣ
ௗ௧

= −݉ଵߣଵݔଵ, ݉ଵݔଵ + ଶݔ = 0,  
ଵݕ = ଶݔ ,ଵݔ = −݉ଵݔଵ = −݉ଵݕଵ, (6.81) 

и пусть на систему действуют ошибки в установке коэффициентов: 
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵߣ) + ଵ, ௗ௫మݔ(ଵߣ∆
ௗ௧

= −(݉ଵߣଵ +  ଵ. (6.82)ݔ(ଵߣ∆

Эти ошибки заранее неизвестны, мы их определим с помощью 
поворачивающейся плоскости. В изображениях первичные ошиб-
ки будут иметь вид: 

()ଵܣ = ∆ఒభ௫భ()
(ିఒభି∆ఒభ)

()ଶܣ , = ∆ఒమ௫భ()
(ିఒభି∆ఒమ)

. (6.83) 
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При введении обратной связи уравнения (6.82) преобразуются 
к виду: 

�
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵߣ) + ଵݔ(ଵߣ∆ + ∆ଵ݉ߙ
ௗ௫మ
ௗ௧

= −(݉ଵߣଵ + ଵݔ(ଶߣ∆ + ∆ߙ
ቑ,    (6.84) 

∆= ݉ଵݔଵ +  ,ଶݔ

и решение в изображениях для ݔଵ() =  :будет ()ଵݕ

()ଵݕ = ௬భ()(ିఈିఈభ
మ)

మି൫ఒభା∆ఒభାఈାఈభ
మ൯ାఈ(ఒభା∆ఒభିభ∆ఒమାభ

మఒభ)
. (6.85) 

При большом коэффициенте усиления |ߙ| ≫ 1 

()ଵݕ = ି௬భ()(ଵାభ
మ)

൫ଵାభ
మ൯ାఒభ൫ଵାభ

మ൯ା(∆ఒభିభ∆ఒమ)
. (6.86) 

Если известны из экспериментов с поворачивающейся плоско-
стью: 

ℎଵ = ∫ ௧ݐ݀(ݐ)ଵܣ
 , ℎଶ = ∫ ௧ݐ݀(ݐ)ଶܣ

 , 

то должно назначить ݉ଵ = భ
మ

, и в соответствии с (6.83): 

݉ଵ = ∆ఒభ
∆ఒమ

. (6.87) 

Подставив это выражение в (6.86), получим: 

()ଵݕ ≈ ௬భ()
ିఒభ

. (6.88) 

Таким образом, в системе с обратной связью при большом ко-
эффициенте усиления и при известном расположении вектора 
помех имеем точное решение. 

Сравним этот результат с коррекцией вперед. В соответствии 
с (6.83) 

ℎଵ() = ∆ఒభ௬భ()
(ିఒభି∆ఒభ)మ, (6.89) 

а в соответствии с (6.82) 

()ଵݕ = ௬భ()
ିఒభି∆ఒభ

. (6.90) 
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Только после коррекции вперед (см. § 4) получим: 

()∗ݕ = ()ଵݕ − ℎଵ() = ௬భ()
(ିఒభି∆ఒభ) (1 − ∆ఒభ

మ ), (6.91) 

откуда видно, что и в этом случае происходит повышение точно-
сти, но при коррекции с помощью обратной связи эта задача ре-
шается лучше. 

9. Выше было рассмотрено влияние обратной связи на пер-
вичные ошибки, и при непрерывной зависимости решения 
дифференциальных уравнений от изменения правой части и на-
чальных условий уменьшение первичных ошибок непременно 
поведет к уменьшению ошибок вторичных. Но представляется 
важным исследовать непосредственно влияние обратной связи на 
устойчивость системы относительно вторичных ошибок. 

Будем рассматривать систему с коррекцией после операции 
сжатия: 

ௗ∆
ௗఛ

= ଵܤ∆ + ଵܲ(ݕଵ, ∆, ߬), 
ௗ௬భ
ௗఛ

= ଵݑ ଵ݂(ݕଵ, ߬) + ଶܤ∆ + ଶܲ(ݕଵ, ∆, ߬),   (6.92) 

где функции ܤଵ и ܤଶ определяются видом обратной связи, ଵܲ 
и ଶܲ — помехи, коэффициент ݑଵ определяет зависимость машин-
ного времени τ от натурального t. 

Положив ݕଵ = ଵݕ + ݁ଵ, получим: 
ௗ∆
ௗ௧

= ଵܤ∆ + ଵܲ(ݕଵ, ∆, τ), 
ௗభ
ௗத

= ଵݑ
డభ
డ௬భ

݁ଵ + ଶܤ∆ + ଶܲ(ݕଵ, ∆, τ).   (6.93) 

Решение этой системы уравнений (݁ଵ = 0, ∆= 0) будем пола-
гать устойчивым при постоянно действующих возмущениях [9], 
если для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что при выполнении 
условий: 

|݁ଵ| < δ, |∆| < δ, | ܲ(ݕଵ, ∆, τ)| < δ, i = 1, 2 

решение этой системы удовлетворяет при всех ݐ ≥   неравенствуݐ
|݁ଵ(τ, ݁ଵ, ∆)| < ε, |∆(τ, ݁ଵ, ∆)| < ε. Для исследования устойчи-
вости в этом смысле воспользуемся вторым методом Ляпунова 
[48, 61, 63]. Функцию Ляпунова зададим в виде: 
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ܸ = ∆ଶ + ݁ଵ
ଶ. (6.94) 

Для устойчивости достаточно, чтобы 

− ௗ௩
ௗத

= −2݁ଵ
ௗభ
ௗத

− 2∆ ௗ∆
ௗ௧

> 0. (6.95) 

Подставив в это выражение невозмущенные уравнения для ௗ∆
ௗ௧

 

и ௗభ
ௗத

, получим: 

ଵ∆ଶܤ2− − ଶ∆݁ଵܤ2 − ଵݑ2
డభ
డ௬భ

݁ଵ
ଶ > 0. (6.96) 

Это неравенство выполняется в соответствии с условиями зна-
коопределенности квадратичных форм [17], если: 

ଵܤ− > ଵݑଵܤ ,0
డభ
డ௬భ

− ଶܤ0.25
ଶ > 0. (6.97) 

Первое из этих неравенств выполняется для систем с обратной 
связью, построенных в этом параграфе. Второе неравенство мо-
жет выполняться только лишь для систем, у которых: 

ଵݑ
డభ
డ௬భ

< 0. (6.98) 

Последнее имеет место при ݑଵ > 0 только для исходных сис-
тем, у которых డ

డ௬భ
< 0, в частности, для устойчивых линейных 

систем. Для неустойчивых исходных систем, при డ
డ௬

> 0, устой-
чивость при постоянно действующих возмущениях обеспечивает-
ся только при обращении времени, при ݑଵ < 0. Аналогичные ре-
зультаты получаются и для систем с большим числом контроль-
ных условий и исходных переменных. 

Следует отметить ограниченную точность проведенного ана-
лиза относительно вторичных ошибок, так как здесь учитываются 
вторичные ошибки только лишь в выходной переменной системы 
и не учитываются вторичные ошибки, которые влияют на устой-
чивость, в корректирующих членах уравнений возмущенного 
движения. Анализ устойчивости с учетом этих факторов произ-
водится в § 8. 
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§ 7. Гибкие структуры с избыточностью 

В рассмотренных выше системах число переменных n1 в рас-
ширенных структурах было равно числу контрольных условий k 
плюс число исходных переменных n. В гибких структурах 
n1 > n + k за счет этого с помощью произвольных коэффициентов 
оказывается возможным осуществлять перестройку работы 
системы без нарушения функционирования так, чтобы обходить 
неисправные места в схемах и алгоритмах. 

1. Если исходная задача: 
ௗ௬
ௗ௧

= ,ݕ)݂  y(0) = y0, (7.1) ,(ݐ

то, введя избыточность и наложив контрольное условие: 

ݕ = ∑ ܽݔ
ଷ
ୀଵ ,ଵݔ)ܨ , ଶݔ , (ଷݔ = 0, (7.2) 

из эквивалентных уравнений Пфаффа: 

�
∑ ܽ݀ݔ − ,ଵݔ)݂ ,ଶݔ ,ଷݔ ସݔ݀(ସݔ = 0,ଷ

ୀଵ

∑ డி
డ௫ೕ

ݔ݀ = 0,ଷ
ୀଵ ସݔ݀  = ,ݐ݀

ቑ  (7.3) 

получим расширенную систему, содержащую ܵ = ସܥ
ଷ = 4 произ-

вольных коэффициента: 

�

ௗ௫భ
ௗத

= ଶଷܦଵݑ + ଶସܦଶݑ + ଷସܦଷݑ
ௗ௫మ
ௗத

= ଵଷܦଵݑ− − ଵସܦଶݑ + ଷସܦସݑ
ௗ௫య
ௗத

= ଵଶܦଵݑ − ଵସܦଷݑ + ଶସܦସݑ
ௗ௫ర
ௗத

= ଵଶܦଶݑ + ଵଷܦଷݑ + ଶଷܦସݑ ⎭
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

. (7.4) 

Для решения задачи в натуральном масштабе времени необхо-
димо иметь: 

ଵଶܦଶݑ + ଵଷܦଷݑ + ଶଷܦସݑ = 1. (7.5) 

Будем называть это уравнение уравнением синхронности. 
Если вычисление ܦଵସ, ܦଶସ, ܦଷସ реализуется с помощью от-

дельных блоков: блоков программы или блоков схем, то с помо-
щью коэффициентов ݑௌ оказывается возможным так изменить 
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структуру системы (7.4), чтобы исключить любой один из этих 
блоков в случае неисправности без нарушения условия (7.5). Дей-
ствительно, если хотим исключить из работы блок ܦଵସ, то можем 
положить ݑଶ = ଷݑ = 0, из (7.5), ݑସ = ଵ

మయ
; если хотим исключить 

блок ܦଶସ, то ݑଶ = ସݑ = ସݑ ,0 = ଵ
భయ

; если хотим исключить ܦଷସ, 

то ݑଷ = ସݑ = ଶݑ ,0 = ଵ
భమ

. 
Заметим, что при этом осуществляется устранение только пер-

вичных ошибок. Так, если произошло нарушение в блоке ܦଵସ, 
то это эквивалентно действию помех: 

ଶܣ = ଵସܦଶݑ − ଵସܦଶݑ
∗ ଷܣ , = ଵସܦଷݑ − ଵସܦଷݑ

∗ , 

и при коррекции, когда полагаем ݑଶ = ଷݑ = 0, мы устраняем 
именно первичную ошибку. Чем быстрее будет произведена кор-
рекция, тем меньше будет накопленная вторичная ошибка. 

Коэффициент ݑଵ может быть использован для другого вида 
коррекции — для обращения в нуль правой части любого из трех 
первых уравнений системы (7.4). Действительно, если произошло 
нарушение в вычислительном канале первой переменной, то сто-
ит так перестроить работу системы, чтобы исключить первый ка-
нал из работы. 

Первый вариант для решения этой задачи — обратить в нуль 
правую часть уравнения, что достигается, если 

ଵݑ = − ଵ
మయ

ଶସܦଶݑ) +  ଷସ). (7.6)ܦଷݑ

Но при этом на выходе блока интегрирования переменной ос-
тается неверно вычисленное значение. Второй вариант использо-
вания коэффициента ݑଵ позволяет устранить и этот недостаток. 
Действительно, если положим: 

ଵݑ = ߙ ,ଶଷܦߙଵݔ− > 0, (7.7) 

то координата ݔଵ будет асимптотически стремиться к нулю. Ана-
логичным образом может быть осуществлена коррекция любой 
одной переменной. 
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Если избыточность увеличена: 

ݕ = ∑ ܽݔ
ସ
ୀଵ ,ଵݔ)ܨ , ଶݔ , ,ଷݔ (ସݔ = 0,  (7.8) 

то из эквивалентных уравнений Пфаффа: 

�
∑ ܽ݀ݔ

ସ
ୀଵ − ହݔ݀(ହݔସݔଷݔଶݔଵݔ)݂ = 0

∑ డி
డ௫ೕ

ݔ݀
ସ
ୀଵ = 0, ହݔ݀ = ݐ݀

ቑ, (7.9) 

получим расширенную систему (6.23), содержащую 12 произ-
вольных коэффициентов. Для решения задачи в натуральном 
масштабе времени необходимо 

ଵଶܦଷݑ + ଵଷܦହݑ + ଵସܦݑ + ଶଷܦ଼ݑ + ଶସܦଽݑ + ଷସܦଵݑ = 1. (7.10) 

В этой системе имеются бо́льшие возможности для коррекции. 
Действительно, в этой системе любые два из блоков ܦଵହ, ܦଶହ, 

 ସହ могут исключаться из работы, и при этом условие (7.10)ܦ ,ଷହܦ
не нарушается; любые две из переменных ݔଵ, ݔଶ, ݔଷ, ݔସ могут об-
ращаться в нуль без нарушения функционирования, для этого 
можно управлять коэффициентами ݑଵ, ݑଶ, ݑସ, ݑ в различных со-
четаниях. 

Для любого числа исходных уравнений и переменных n может 
быть построена гибкая структура с «k» контрольными условиями, 
и если в этой структуре ݊ଵ − (݊ + ݇) = ݊ଶ, то число ݊ଶ определя-
ет корректирующие возможности гибкой структуры: если ݊ଶ = 1, 
то может быть отключена одна любая переменная и один вычис-
лительный блок в правых частях без нарушения работы в нату-
ральном масштабе времени; если ݊ଶ = 2, то могут быть отключены 
любые две переменные и два вычислительных блока в правых час-
тях без нарушения работы в натуральном масштабе времени и т.д. 

2. Определение номера отказавшего блока или переменной 
возможно с помощью кодовой диагностики, которая рассматрива-
лась в § 4. Но в гибких структурах имеются дополнительные воз-
можности для диагностики. Так как все вычислительные блоки 
 ௌ, то задачуݑ  умножаются на соответствующие коэффициентыܦ
диагностики можно свести к определению того, функцией какого 
же ݑௌ является рассогласование на выходе контрольного органа. 
Эту задачу можно решить различными способами [11, 13, 14, 15]. 
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Во-первых, можно периодически по очереди обращать ݑௌ 
в нуль и следить за поведением сигнала на выходе контрольно-
го органа. Если при обращении в нуль коэффициента ݑ обра-
щается в нуль и сигнал на выходе контрольного органа, значит, 
ошибка произошла в одном из блоков D, которые умножаются 
на коэффициент ݑ, и так далее. Для сокращения времени поиска 
можно применять метод средней точки или какую-либо другую 
рациональную стратегию. 

Во-вторых, можно каждое из ݑௌ модулировать колебаниями 
различных частот и на выходе контрольного органа производить 
частотный анализ сигнала рассогласования. При большом числе 
коэффициентов ݑௌ при таком методе потребуется слишком боль-
шая полоса пропускания устройств системы. Эта трудность мо-
жет быть обойдена следующим образом. Можно построить гене-
ратор медленно меняющихся ݑௌ с поведением, заданным с точно-
стью до сферы, ∑ ݑ

ଶ = ܴଶ , с учетом различных ограничений, на-
ложенных на ݑௌ. Далее производится анализ сигнала ошибки на 
выходе контрольного органа. Если в контрольном органе подсчи-
тывается сумма: 

∑ ݉
ௗ௫ೕ

ௗఛ
భ
ୀଵ = ∆,  (7.11) 

то такой анализ может производиться следующим образом. 
В специальном устройстве — анализаторе сигнала ошибки — 
подсчитываются величины: 

∫ ∆ݑଵ݀ݐ௧
 = ∆ଵ, ∫ ∆ݑଶ݀ݐ௧

 = ∆ଶ, 

∫ ∆ݑଷ݀ݐ௧
 = ∆ଷ, ∫ ∆ݑସ݀ݐ௧

 = ∆ସ. (7.12) 

В зависимости от места ошибки, от номера ݑௌ, на который ум-
ножается неисправный блок, одна из величин ∆, i = 1, 2, 3, 4 бу-
дет иметь экстремум. Это обстоятельство и может быть использо-
вано для идентификации ݑௌ, для определения места ошибки. 

В-третьих, если система (7.4) решается на цифровой машине 
и если правые части (7.4) вычисляются над полем целых чисел, то 
очевиден следующий способ нахождения места неисправности. 
Каждое из ݑௌ может быть назначено простым числом, все ݑௌ — 
разные. Сигнал ошибки на выходе контрольного органа будет 
в этом случае делиться без остатка, если произошло нарушение 



 102

в одной любой группе блоков D, умножаемых на соответствую-
щий коэффициент ݑௌ. В качестве делителя используются простые 
числа, соответствующие ݑௌ. 

Возможны и другие способы выявления места ошибок в сис-
темах, где число избыточных переменных больше числа кон-
трольных условий. 

Заметим, что в гибких структурах может быть организована 
и непрерывная коррекция с помощью обратной связи, как в § 6. 
Рассмотренные выше варианты с перестройкой структуры в зави-
симости от результатов диагностики могут быть названы систе-
мами с дискретной перестраивающейся обратной связью. В сле-
дующем пункте оценивается надежность таких систем. 

3. Системы с гибкой структурой могут корректировать отказы, 
возникающие в одной, двух и вообще ߥ переменных. Оценим 
увеличение надежности такой системы по сравнению с обычной 
системой без контроля и коррекции. 

Пусть P0 — вероятность получения правильной переменной 
в исходной системе. Тогда, если принять, что переменные между 
собой мало связаны, вероятность верного решения будет ܲ = ܲ

ఔ. 
Пусть ܲ

ᇱ ( ܲ
ᇱ ≥ ܲ) — вероятность получения правильной пере-

менной в модели с гибкой структурой. Так как в гибкой структуре 
допускается выход из строя любых ݊ଶ = ݊ଵ − (݊ + ݇) перемен-
ных, то вероятность верного решения, полученного с ее помо-
щью, будет равна: 

ܲᇱ = ∑ భܥ
ఔ

ܲ
ᇱ భିఔ(1 − ܲ

ᇱ )ఔమ
ఔୀ . (7.13) 

Величина: 

∗ߝ = ᇲ


= ∑ భܥ

ఔ బ
ᇲ భషഌ

బ
 

మ
ఔୀ (1 − ܲ

ᇱ )ఔ (7.14) 

будет характеризовать увеличение надежности системы с гибкой 
структурой. 

Можно показать, что ߝ∗ может принимать значения, большие 
единицы. Например, если принять ܲ = ݁ିఒ௧ , ܲ

ᇱ = ݁ିଶఒ௧ , 
݊ଵ − (݊ + ݇) = 1, то существует такое tm, что ߝ достигает макси-
мума ߝ

∗ . При этом как сама величина ߝ
∗ , так и время tm зави-

сят от числа переменных исходной задачи. На рис. 10 показана 
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зависимость увеличения надежности системы с гибкой структу-
рой от времени  =  (t) при n = 10 (кривая 1), при n = 100 (кри-
вая 2) для k = 1. 

 
Рис. 10. Зависимость увеличения надежности системы 

с гибкой структурой от времени 

Следует отметить, что это увеличение надежности достигает-
ся, во-первых, за счет введения избыточности, которое может 
быть реализовано в виде дополнительной аппаратуры или допол-
нительного времени или памяти, и, во-вторых, за счет более ин-
тенсивной работы элементов системы, на которые перекладыва-
ется работа после отключения отказавших блоков или перемен-
ных, что менее очевидно. Покажем это, опираясь на рассмотрен-
ные выше примеры гибких структур. 

Запишем уравнения синхронности для (7.4) в виде: 

u2D12 + u3D13 +  u4D23  = L, (7.15) 

а для (6.23) в виде: 

u3D12 + u5D13 + u6D14 + u8D23 + u9D24 + u10D34 = L, (7.16) 

где величина L определяет скорость решения задачи относитель-
но натурального масштаба времени. 
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Если принять: 

|ଵଶܦ| ≈ |ଵଷܦ| ≈ |ଶଷܦ| ≈ |ଵସܦ| ≈ |ଶସܦ| ≈ |ଷସܦ| ≈  ,ܦ

то в нормальном режиме для (7.15): 

|ଶݑ| ≈ |ଷݑ| ≈ |ସݑ| ≈ ~∗ݑ ,∗ݑ 
ଷ

, (7.17) 

а для (7.16): 

|ଷݑ| ≈ |ହݑ| ≈ |ݑ| ≈ |଼ݑ| ≈ |ଽݑ| ≈ |ଵݑ| ≈ ∗∗ݑ ,∗∗ݑ ≈ 


. (7.18) 

В режиме отключения любого одного блока ܦ для (7.4) и для 
(6.23): 

∗ݑ = 


∗∗ݑ , = 
ଷ

. (7.19) 

Из сравнения (7.17) и (7.19) видно, что в режиме коррекции 
при отключении одного любого блока оставшиеся переменные 
должны генерироваться для системы (7.4) со скоростью, в три 
раза больше обычной, а для системы (6.23) со скоростью, в два 
раза больше обычной. Таким образом, для реализации гибких 
систем с перестраивающейся структурой необходимо иметь запас 
по быстродействию — для случая УЦВМ или запас по динамиче-
скому диапазону — для АВМ, либо идти на уменьшение скорости 
решения задачи при отключении блоков или переменных. 

4. Разовьем более строгий подход к оценке надежности избы-
точных систем с контрольными условиями. Правые части кон-
трольных уравнений в случайные моменты времени могут пере-
секать заданные уровни. Последние могут определяться требова-
ниями к точности вычислительного процесса. Развивающийся во 
времени случайный процесс, выборочные функции которого пе-
ресекают заданные уровни, будем предполагать гауссовским 
и однородным на интервале времени решения задачи. 

В общем случае имеется k контрольных условий, k-мерный га-
уссовский стационарный процесс ߭(ݐ) и k-мерная допустимая 
область, деформируемая с течением времени. Выходы траекторий 
случайного процесса ߭(ݐ) за пределы этой области определяют 
моменты времени, когда корректирующее воздействие блока кон-
троля и коррекции (БКК) на параметрические входы основного 
вычислительного контура (ОК) становится необходимым. 
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Указанные моменты времени образуют поток случайных собы-
тий — компенсируемых параметрических отказов — с неизвест-
ным заранее законом распределения. В качестве меры надежности 
системы относительно параметрических отказов выберем мате-
матическое ожидание числа таких событий в единицу времени. 

Возникает естественный вопрос: если в системе некоторый 
класс отказов автоматически диагностируется и корректируется, 
то зачем вводить меру надежности системы относительно этих 
явлений? 

Ответ на этот вопрос заключается в том, что можно выделить 
класс объектов управления быстротекущими процессами, кото-
рые в случае неисправности могут попасть в поглощающий экран 
раньше, чем адаптивный регулятор успеет приспособиться к но-
вой, возникшей в результате отказа, ситуации. Поэтому любая 
правдоподобная модель надежности самоорганизующейся систе-
мы должна учитывать характеристики случайного времени адап-
тации и быть чувствительной к изменению этого параметра. 

Поток параметрических отказов можно рассматривать как по-
ток заявок, поступающих на вход БКК, а сам БКК — как специ-
фическую систему массового обслуживания (СМО). Выходящим 
потоком этой СМО служит «поток» корректирующих воздействий 
на ОК, который сам является источником входящего потока. 

Целью дальнейшего изложения является построение матема-
тической модели указанной замкнутой системы, получение ха-
рактеристик ее безотказности и изучение их свойств. 

Известно, что если вектор внутренних параметров k-мерный, 
то математическое ожидание числа пересечений многомерным 
гауссовским стационарным процессом ߭(ݐ) многомерной поверхно-
сти S за время Т определяется по формуле А.П.Черенкова: 

,൛ܰజ(௧)(0ܯ ܶ)ൟ = 2 ∫ ∫ … ∫  ᇣᇤᇥ
ௌ

∏ ∫](ݏ)݂ ݂(௭ି


)ஶ
 ݐ݀ݏ݀[ݖ݀

ୀଵ
்

 , (7.20) 

где ݂(ݏ) — плотность нормального распределения с параметрами 
(0,1), 

ܣ = ;ݐ)ܣ (ݏ = ℐ௧}ܯ
ᇱ(ݐ;  ,{(ݏ

ܤ = ;ݐ)ଶܤ (ݏ = Y௧}ܯ
ᇱ(ݐ;  ,ଶ{(ݏ

ݕ = ;ݐ)ݕ (ݏ = ;ݐ)݊] ,(ݏ (ݐ)߭ − [ݏ = ∑ ߭

ୀଵ [߭(ݐ) −  ,[ݏ
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;ݐ)݊  нормальный вектор к поверхности — (ݏ
ܵ = ,ݐ)ܵ ,ଵߪ … , ܵ в точке ݐ ିଵ) в моментߪ = { ଵܵ, … , ܵ} поверхно-
сти, которая является достаточно гладко детерминированной; 
(ݐ)߭ = {߭ଵ(ݐ), … , ߭(ݐ)} — стационарный нормальный процесс, 
траектории которого с вероятностью 1 дифференцируемы. 

Если k = 1, и уровень δ = δ(t) — дифференцируемая функция 
времени, то целесообразно применение формулы М.Р.Лидбеттера: 

;జ(௧)ܰൣܯ δ(t); 0, T൧ = 

 ଵ
ଶඥఘ() ∫ ݂ ൬ ஔ(୲)

ඥఘ()
൰்

 2ඥ−ߩᇱᇱ(0)݂ ൬ ஔᇲ(୲)
ඥିఘᇲᇲ()

൰ +

+ δ′t2ϕδ′t−(7.21)    ,ݐ݀ 1−(0)′′ߩ 

где ߩ(߬) — дважды дифференцируемая нормированная корреля-
ционная функция процесса ߭(ݐ),  

f(y) — плотность нормального распределения, 

߶(y) — функция Лапласа ଵ
√ଶగ ∫ ݁

షమ

మ
௬

ିஶ  .ݐ݀
При постоянном уровне определение ܯ[ జܰ] осуществляется 

по формуле Е.В.Булинской: 

;జ(௧)ܰൣܯ δ; 0, T൧ = ்
ଶగ

ට− ఘᇲᇲ()
ఘ()

݁ି ಌమ

మഐ(బ). (7.22) 

Мгновенная интенсивность компенсируемых параметрических 
отказов определяется по известной формуле: 

(ݐ)߭ = ௗெ
ௗ௧

. 

В дальнейшем будем полагать, что параметрические отказы 
образуют неоднородный пуассоновский поток. Если выборочные 
функции процесса ߭(ݐ) — гладкие кривые с ограниченными про-
изводными (что чаще всего и бывает в интересующих нас прило-
жениях), то это допущение хорошо согласуется с действительно-
стью. 

В двухконтурных самоорганизующихся системах, рассмотре-
нием которых ограничимся, нас будут интересовать следующие 
случайные ошибки: 
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— неоднородный по времени пуассоновский поток компенси-
руемых параметрических отказов с мгновенной интенсивностью 
 ,(ݐ)߭

— однородный пуассоновский поток внезапных отказов в ОК 
(приводящих к составляющим вектора ошибок, параллельным 
контрольным плоскостям) с интенсивностью η, 

— однородный пуассоновский поток внезапных отказов блока 
контроля и коррекции с интенсивностью λ. 

Будем полагать, что 
— время адаптации tад является случайной величиной с произ-

вольным законом распределения: 

(ݑ)ܨ = адݐ}ܲ <  ;{ݑ

— коррекция начинается в момент достижения траекторией 
случайной функции ߭(ݐ) границы области S; 

— процесс адаптации квазистационарный, т.е. отсутствует 
очередь параметрических отказов. 

Случайный процесс развития состояний самоорганизующейся 
системы будем изучать с помощью фазового пространства, со-
стоящего из множества изолированных точек и полупрямой 
(0 ≤ ݑ < ∞). При сделанных предположениях развитие состоя-
ний двухконтурной самоорганизующейся системы образует по-
лумарковский случайный процесс. Для нас будут представлять 
интерес различимые состояния системы, образующие полную 
группу несовместных событий: 

— состояние ݓ(ݐ), характеризующееся тем, что в рассматри-
ваемый момент в системе отсутствуют параметрические и вне-
запные отказы; 

— состояние ݓଵ(ݐ,  характеризующееся тем, что в момент t ,(ݑ
БКК занят компенсацией параметрического отказа в течение вре-
мени u, внезапные отказы в ОК и БКК не возникли; 

— состояние ݓଶ(ݐ), характеризующееся тем, что в момент t 
возник внезапный отказ БКК, но параметрические отказы не име-
ли места, и ОК работает исправно; в этом состоянии возможна 
ложная (т.е. не оправданная состоянием ОК) адаптация; 

— состояние ݓଷ(ݐ), характеризующееся тем, что в момент t 
произошел параметрический отказ в ОК, неисправен БКК, 
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но отсутствуют внезапные отказы (поломки) в ОК; в этом состоя-
нии система решает задачу с пониженной точностью, что может быть 
допустимым на отдельных участках времени ее работы; 

— состояние ݓସ(ݐ), характеризующееся тем, что в момент t 
система полностью неработоспособна. 

Состояниям ݓ(ݐ), ݓଶ(ݐ), ݓଷ(ݐ), ݓସ(ݐ) в фазовом пространстве 
соответствуют изолированные точки, а состоянию ݓଵ(ݐ, -по — (ݑ
лупрямая (0 ≤ ݑ < ∞). 

Запишем вероятности пребывания системы в каждом и со-
стояний в момент ݐ +  :ݐ∆

ܲ(ݐ + (ݐ∆ =  
= ܲ(ݐ)[1 − ,ݐ)ଵߨ ݐ + 1][(ݐ∆ − 1][ݐ∆ߟ − [ݐ∆ߣ +  
+ ∫ ଵܲ(ݐ, ௧(ݑ


ி(௨ା∆௧)ିி(௨)

ଵିி(௨) ݑ݀ +  ,(ݐ∆)0
где ߨଵ(ݐ, ݐ + ,ݐ) вероятность того, что за период — (ݐ∆ ݐ +  (ݐ∆
возникнет хотя бы один параметрический отказ, ଵܲ(ݐ, -плот — (ݑ
ность вероятности (по u) того, что к этому моменту адаптация 
длится время ξ(t), u < ξ(t) < u + Δu: 

ଵܲ(ݐ + ,ݐ∆ u + Δu) = ଵܲ(ݐ, 1](ݑ − 1][ݐ∆(ݑ)ߤ − 1][ݐ∆ߟ − [ݐ∆ߣ +
 ,(ݐ∆)0+

где (ݑ)ߤ = ி(௨ା∆௧)ିி(௨)
ଵିி(௨) = (௨)ௗ௨

ଵିி(௨),     (7.23) 

ଶܲ(ݐ + (ݐ∆ = ݐ∆ߣ ܲ(ݐ) + ଶܲ(ݐ)[1 − ,ݐ)ଵߨ ݐ + 1][(ݐ∆ − [ݐ∆ߟ +
 ,(ݐ∆)0+

ଷܲ(ݐ + (ݐ∆ =  
= ݐ∆ߣ ∫ ଵܲ(ݐ, ௧(ݑ

 ݑ݀ + ,ݐ)ଵߨ ݐ + (ݐ∆ ଶܲ(ݐ) + (1 − (ݐ∆ߟ ଷܲ(ݐ) +
 ,(ݐ∆)0+

ସܲ(ݐ + (ݐ∆ = ݐ∆ߟ ቂ ܲ(ݐ) + ∫ ଵܲ(ݐ, ௧(ݑ
 ݑ݀ + ଶܲ(ݐ) + ଷܲ(ݐ)ቃ +

 .(ݐ∆)0+

Граничное условие описывает обстоятельства перехода систе-
мы из состояния ݓ(ݐ) в состояние ݓଵ(ݐ): 

ଵܲ(ݐ + ݐ∆(ݐ∆ = ,ݐ)ଵߨ ݐ + 1)(ݐ∆ − ݐ∆ߣ − (ݐ∆ߟ ܲ(ݐ) + 

(ݐ∆)0+ = ,ݐ)ଵߨ ݐ + (ݐ∆ ܲ(ݐ)     (7.24) 
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(бесконечно малыми величинами второго и более высоких поряд-
ков малости относительно ∆ݐ пренебрегаем). 

Начальные условия стандартные: 

ܲ(0) = 1, ଶܲ(0) = ଷܲ(0) = ସܲ(0) = 0. (7.25) 

Осуществляя предельный переход, получим из (7.23) систему 
интегро-дифференциальных уравнений с переменными коэффи-
циентами: 

ܲ̇(ݐ) = (ݐ)ߥ]− + ߣ + [ߟ ܲ(ݐ) + ∫ ଵܲ(ݐ, ௧(ݑ
  ,ݑ݀(ݑ)ߤ

డభ(௧,௨)
డ௧

+ డభ(௧,௨)
డ௨

= (ݑ)ߤ]− + ߣ + [ߟ ଵܲ(ݐ,  ,(ݑ
ܲ̇ଶ(ݐ) = ߣ ܲ(ݐ) − (ݐ)ߥ] + [ߟ ଶܲ(ݐ), 
ܲ̇ଷ(ݐ) = ߣ ∫ ଵܲ(ݐ, ௧(ݑ

 ݑ݀ + (ݐ)ߥ ଶܲ(ݐ) − ߟ ଷܲ(ݐ), 

ܲ̇ସ(ݐ) = ߟ ቂ ܲ(ݐ) + ∫ ଵܲ(ݐ, ௧(ݑ
 ݑ݀ + ଶܲ(ݐ) + ଷܲ(ݐ)ቃ  (7.26) 

и граничное условие: 

ଵܲ(ݐ, 0) = (ݐ)ߥ ܲ(ݐ). 

Условие нормировки: 

ܲ(ݐ) + ∫ ଵܲ(ݐ, ௧(ݑ
 ݑ݀ + ଶܲ(ݐ) + ଷܲ(ݐ) + ସܲ(ݐ) = 1. 

Решение системы (7.26) может быть осуществлено численны-
ми методами, например, методом сеток. При (ݐ)ߥ = const реше-
ние системы (7.26) можно получить в замкнутой аналитической 
форме, применяя преобразование Лапласа и известные теоремы 
операционного исчисления (о свертке и др.). Опуская промежу-
точные выкладки, запишем решение системы (7.26) в изображе-
ниях при (ݐ)ߥ = ߥ = const: 

തܲ(ܵ) = {ܵ + ߣ + ߟ + 1]ߥ − ݏ)̅݃ + ߣ +  ,ଵି{[(ߟ
തܲଵ(ܵ) = തܲ(ܵ) ఔ[ଵିത(௦ାఒାఎ)]

௦ାఒାఎ
, 

തܲଶ(ܵ) = തܲ(ܵ) ఒ
௦ାఔାఎ

, 

തܲଷ(ܵ) = തܲ(ܵ) ఔఒ
௦ାఎ

ቂଵିത(௦ାఒାఎ)
௦ାఒାఎ

+ ଵ
௦ାఔାఎ

ቃ, 
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തܲସ(ܵ) = ߟ തܲ(ܵ) ቐ
1 + ఔ[ଵିത(௦ାఒାఎ)]

௦ାఒାఎ
+ ఒ

௦ାఔାఎ
+

ఔఒ
௦ାఎ

[ଵିത(௦ାఒାఎ)
௦ାఒାఎ

+ + ଵ
௦ାఒାఎ

]
ቑ.  (7.27) 

Для системы, способной, по крайней мере, на отдельных уча-
стках времени выполнения задания функционировать с неисправ-
ным (но отключенным во избежание ложной адаптации) блоком 
контроля и коррекции, множество благоприятных состояний: 

Ω = ,(ݐ)ݓ} ,(ݐ)ଵݓ ,(ݐ)ଶݓ  (7.28)  .{ (ݐ)ଷݓ

Следовательно, вероятность безотказной системы в изображе-
ниях: 

തܲ(ܵ) = ∑ തܲ(ܵ)ଷ
ୀ . (7.29) 

Математическое ожидание времени до первого внезапного от-
каза (полной поломки) системы можно определить из выражения 
(7.29), не прибегая к обратному преобразованию Лапласа, 
а именно: 

ܶ = തܲ(ܵ)|ௌୀ = ߣ] + ߟ + 1)ߥ − ߣ)̅݃ + ଵ 1ି[((ߟ + ఔ[ଵିത(ఒାఎ]
ఒାఎ

+ 

+ ఒ
ఔାఎ

+ ఔఒ
ఎ

ቂ(ଵିത(ఒାఎ)
ఒାఎ

+ ଵ
ఔାఎ

ቃ.     (7.30) 

Если безотказная работа блока контроля и коррекции необхо-
дима на всем протяжении времени выполнения задания, то мно-
жество благоприятных состояний образуется из ݓ(ݐ), ݓଵ(ݐ), 
-В этом случае вероятность безотказной работы самооргани .(ݐ)ଶݓ
зующейся системы в изображениях: 

തܲ(ܵ) = ∑ തܲ(ܵ)ଶ
ୀ . 

Математическое ожидание времени до первого нескомпенси-
рованного параметрического отказа системы: 

ܶ = ∑ തܲ(ܵ)|ௌୀ
ଶ
ୀ = ߣ} + ߟ + 1)ߥ − ߣ)̅݃ + ଵ1ି{((ߟ + 

+ ఔ[ଵିത(ఒାఎ]
ఒାఎ

+ ఒ
ఔାఎ

.      (7.31) 

При известном законе распределения времени адаптации, 
применяя обратное преобразование Лапласа, можно получить 
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характеристики безотказности самоорганизующейся системы 
в оригиналах. Ранее полученные результаты являются частным 
случаем (7.26), (7.27), (7.30), (7.31) при ݃(ݐ) = ఓ௧ି݁ߤ , а именно: 

ݏ)̅݃ + ߣ + (ߟ = ∫ ݁ି(௦ାఒାఎ)௧ି݁ߤఓ௧݀ݐஶ
 = ఓ

௦ାఓାఒାఎ
. (7.32) 

Подставив (7.32) в (7.27), получим: 

തܲ(ܵ) = ௦ାఓାఒାఎ
(௦ାఔାఒାఎ)(௦ାఓାఒାఎ)ିఔఓ

, 
തܲଵ(ܵ) = ݏ)]ߥ + ߥ + ߣ + ݏ)(ߟ + ߤ + ߣ + (ߟ −  ,ଵି[ߤߥ
തܲଶ(ܵ) = ఒ(௦ାఓାఒାఎ)

(௦ାఔାఎ)[(௦ାఔାఒାఎ)(௦ାఓାఒାఎ)ିఔఓ], 

തܲଷ(ܵ) = ఔఒ(ଶ௦ାఔାଶఎାఒାఓ)
(௦ାఎ)(௦ାఔାఎ)[(௦ାఔାఒାఎ)(௦ାఓାఒାఎ)ିఔఓ],   (7.33) 

തܲସ(ܵ) = ିఔ[ିఎ(௦ାఎ)(௦ାఔାఎ)ିఒఎ(௦ାఔାఎ)]ି(௦ାఓାఒାఎ)[ିఔఒఎିఎ(௦ାఎ)(௦ାఔାఎ)ିఒఎ(௦ାఎ)]
௦(௦ାఎ)(௦ାఔାఎ)[(௦ାఔାఒାఎ)(௦ାఓାఒାఎ)ିఔఓ]

. 

Применяя обратное преобразование Лапласа, получим вероят-
ности пребывания системы в каждом состоянии: 

ܲ(ݐ) = ఓ
ఔାఓ

݁ି(ఒାఎ)௧ + ఔ
ఔାఓ

݁ି(ఔାఓାఒାఎ)௧, 

ଵܲ(ݐ) = ఔ
ఔାఓ

݁ି(ఒାఎ)௧ − ఔ
ఔାఓ

݁ି(ఔାఓାఒାఎ)௧,   (7.34) 

ଶܲ(ݐ) = ఒ(ఒାఓିఔ)
ఒ(ఒାఓିఔ)ିఔఓ

݁ି(ఔାఎ)௧ + ఒఓ
(ఔିఒ)(ఔାఓ)

݁ି(ఒାఎ)௧ −

− ఔఒ
(ఓାఒ)(ఓାఔ) ݁ି(ఔାఓାఒାఎ)௧, 

ସܲ(ݐ) = 1 − ݁ିఎ௧ , 

ଷܲ(ݐ) = ݁ିఎ௧ − ఒ(ఓାఒିఔ)
ఒ(ఓାఒିఔ)ିఔఓ

݁ି(ఔାఎ)௧ − ఔ(ఔାఓିఒ)
(ఔିఒ)(ఔାఓ)

݁ି(ఒାఎ)௧ +

+ ఔఒ
(ఓାఒ)(ఔାఓ)

݁ି(ఔାఓାఒାఎ)௧. 

Если время адаптации распределено по закону равномерной 
плотности: 

(ݐ)݃ = ൜(ܾ − ܽ)ିଵ, ܽ ≤ ݐ ≤ ܾ
0, ݐ > ܾ, ݐ < ܽ

�, 
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то 

ݏ)̅݃ + ߣ + (ߟ = න ݁ି(ௌାఒାఎ)௧[ݐ)ߛ − ܽ) − ݐ)ߛ − ܾ)](ܾ − ܽ)ିଵ݀ݐ
ஶ


= 

= షೌ(ೄశഊశആ)ൣଵିష(್షೌ)(ೄశഊశആ)൧
(ௌାఒାఎ)(ି)

, 

где (ݐ)ߛ — единичная функция. 
Если условия работы системы предусматривают необходи-

мость деятельности блока контроля и коррекции на всем протя-
жении времени выполнения задания, то математическое ожида-
ние времени до первого попадания системы в поглощающее со-
стояние ݓଷ(ݐ) при равномерном распределении времени адапта-
ции определяется выражением: 

ܶ = ∑ തܲ(ܵ)|ௌୀ
ଶ
ୀ = ൜ߣ + ߟ + ߥ ൬1 − షೌ(ഊశആ)ൣଵିష(್షೌ)(ഊశആ)൧

(ఒାఎ)(ି)
൰ൠ

ିଵ
1 + 

ఔ
ఒାఎ

1 − − షೌ(ഊశആ)ൣଵିష(್షೌ)(ഊశആ)൧
(ఒାఎ)(ି)

൨ + ఒ
ఔାఎ

.   (7.35) 

Реальные самоорганизующиеся системы обладают ограничен-
ной приспособляемостью, т.е. не способны компенсировать воз-
мущения и ошибки любой величины. Поэтому знание вероятно-
стей состояний целесообразно использовать в качестве части ис-
ходных данных для оценки эффективности самоорганизующейся 
системы: 

(ݐ)ܧ = ∑ ܲ(ݐ)݁(ݐ)∈Ω , 

где ݁(ݐ) — эффективность системы в i-м состоянии. 
Таким образом удастся отобразить процесс реального функ-

ционирования системы с учетом внешних возмущений, времени 
адаптации и изменения работоспособности элементов системы 
с течением времени. 

5. По аналогии с алгебраической коррекцией, рассмотренной 
в § 5, которая может применяться как в жестких, так и в гибких 
структурах и которая осуществляется в устройстве сжатия, а не 
с помощью обратной связи, в гибких структурах, помимо рас-
смотренных возможностей контроля и коррекции с помощью 
обратной связи, имеется дополнительная возможность для кор-
рекции системы с помощью непрерывной перестройки гибкой 
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структуры в зависимости от априорных сведений о характере по-
мех, действующих в системе [12]. Действительно, если имеем 
возмущенную систему (7.4): 

ௗ௫భ
ௗத

= ଶସܦଶݑ + ଷସܦଷݑ +  ,ଵܣ

ௗ௫మ
ௗத

= ଵସܦଶݑ− + ଷସܦସݑ +  ,ଶܣ
ௗ௫య
ௗத

= ଵସܦଷݑ− − ଶସܦସݑ +  ଷ, (7.36)ܣ
где 

ଵܣ = ଶ߰ଶݑ− − ଶܣ ,ଷ߰ଷݑ = ଶ߰ଵݑ − ଷܣ ,ସ߰ଷݑ = ଷ߰ଵݑ −  ,ସ߰ଶݑ
߰ଵ = ଵସܦ − ଵସܦ

∗ , ߰ଶ = ଶସܦ − ଶସܦ
∗ , ߰ଷ = ଷସܦ − ଷସܦ

∗ , 

и если известны вероятностные характеристики ߰, i = 1, 2, 3, 
то очевидно можно назначить такие uS, чтобы существенно 
уменьшить величину первичных ошибок Aj, j = 1, 2, 3, при этом 
можно требовать выполнения уравнения синхронности (7.5). 

Например, если ߰ представлены своими каноническими раз-
ложениями: 

߰(ݐ) = ݉(ݐ) + ∑ ܸ߮(ݐ)
ୀଵ , (7.37) 

где ݉(ݐ) — математические ожидания случайных функций, 
߮ଵ(ݐ),…, ߮(ݐ) — координатные неслучайные функции, ܸ — 
некоррелированные случайные величины с математическими 
ожиданиями, равными нулю, то очевидно подбором u2, u3, u4 
можно минимизировать математическое ожидание Aj, j = 1, 2, 3 
и уменьшить их дисперсию. 

При увеличении числа произвольных коэффициентов увели-
чиваются возможности этого вида коррекции в гибких избыточ-
ных структурах. 

§ 8. Об устойчивости избыточных систем 

Метод избыточных переменных позволяет строить расширен-
ные системы дифференциальных уравнений по заданным исходным 
уравнениям, при этом в расширенных системах имеются большие 
возможности для выбора параметров избыточных систем таким 
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образом, чтобы удовлетворить тому или иному критерию качества 
работы систем при воздействии помех. Будем исследовать воз-
можности построения избыточных систем, устойчивых при посто-
янно действующих малых, в среднем случайных, возмущениях. 

Если имеем исходную систему: 
ௗ௬
ௗ௧

= ݂(ݕଵ, ,ଶݕ … , ,ݕ  i = 1, 2,…, n,  (8.1) ,(ݐ

решение которой существует и единственно в заданной области 
изменения переменных, то в соответствии с изложенным в преды-
дущих параграфах может быть построена расширенная система: 

ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ߮(ݔଵ, ,ଶݔ … , భݔ ,  j = 1, 2,…, n1,  (8.2) ,(ݐ

решения которой после сжатия строго эквивалентны решениям 
системы (8.1), т.е. если: 

(ݐ)ݖ = ∑ ܽݔ(ݐ)భ
ୀଵ , 

то ݖ(ݐ) ≡  ,i = 1, 2,…, n ,(ݐ)ݕ
где ݔ  и ݕ — решение систем (8.1) и (8.2) при соответствующих 
начальных условиях, ݕ(0) = ∑ ܽݔ(0)భ

ୀଵ . Будем рассматривать 
случай, когда ܽ = const для всех i и j. 

При реализации расширенных систем вместо уравнений (8.2) 
будут решаться уравнения: 

ௗ௫ೕ

ௗ௧
= ߮൫ݔଵ, ,ଶݔ … , భݔ , ൯ݐ + ,ଵݔ൫ܣ ,ଶݔ … , భݔ ,  ൯, (8.3)ݐ

где ܣ  — функции, к которым можно свести результат действия 
различных помех в правых и левых частях уравнений. Так как 
теория устойчивости позволяет исследовать устойчивость отно-
сительно нулевых решений, то построим уравнение в вариациях 
для систем (8.2) и (8.3). 

Пусть 
(ݐ)ݔ − (ݐ)ݔ = ݁(ݐ), j = 1, 2,…, ݊ଵ,  (8.4) 

тогда 
ௗೕ

ௗ௧
= ∑ ቀడఝೕ

డ௫
ቁ



భ
ୀଵ ݁ + ܣ +  ,  (8.5)ܧ
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где 

lim
ாೕ൫௧,భ,మ,…,భ൯

|భ|ା⋯ାหభห = 0  

при ∑ ห ݁ห → 0భ
ୀଵ . 

Будем исследовать устойчивость системы уравнений в вариа-
циях: 

ௗೕ

ௗ௧
= ∑ ቀడఝೕ

డ௫
ቁ



భ
ୀଵ ݁ + ܴ(݁, ,ݐ ߱), (8.6) 

где ܴ(݁, ,ݐ ߱) — такая случайная функция, что для уравнения (8.6) 
выполнены соответствующие условия теоремы существования 
и единственности. Предположим также, что случайный процесс: 

,ݐ)ߟ ߱) = sup|ܴ(݁, ,ݐ ߱)|  

имеет конечное математическое ожидание. Решение ݁(ݐ) ≡ 0 назы-
вается устойчивым, при ݐ ≥  : для системыݐ

ௗೕ

ௗ௧
= ∑ ቀడఝೕ

డ௫
ቁ



భ
ୀଵ ݁  (8.7) 

при постоянно действующих малых, в среднем случайных, воз-
мущениях, если решение уравнений (8.6), удовлетворяющих на-
чальному условию ݁(ݐ , ߱) = ݁, стремится к нулю по вероятно-
сти равномерно по времени ݐ ≥   приݐ

|݁| + sup௧ஹ௧బ ,ݐ)ߟܯ ߱) → 0. (8.8) 

Другими словами, решение ݁(ݐ) ≡ 0 устойчиво для системы 
(8.7) при случайных возмущениях, если для любых ߝ > 0 и ∆ > 0 
найдется ߛ > 0 такое, что из неравенства: 

|݁| + sup௧ஹ௧బ ,ݐ)ߟܯ ߱) <   ߛ

следует при ݐ ≥  : неравенствоݐ

,ݐ)݁|}ܲ ߱)| > ∆} <  .ߝ

Для обеспечения устойчивости в указанном смысле достаточ-
но существования функции Ляпунова V(e, t) со свойствами: 

1) ܸ(0, (ݐ ≡ 0, ఋܸ > 0 при δ > 0; 
2) для любого δ > 0 найдется ܥஔ > 0 такое, что в области 

{|݁| > δ}{ݐ >  :} выполнено неравенствоݐ
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ௗబ
ௗ௧

<  ఋܸ. (8.9)ܥ−

Возьмем функцию Ляпунова в виде: 

ܸ(݁, (ݐ = ∑ ݁
ଶభ

ୀଵ , (8.10) 

которая не только удовлетворяет вышеприведенной теореме, но и 
условиям устойчивости в большем [9]. Тогда: 

ௗ
ௗ௧

= ∑ 2 ݁
ௗೕ

ௗ௧
భ
ୀଵ , (8.11) 

подставив в которое уравнение (8.7), получим: 
ௗ
ௗ௧

= ∑ 2 ݁
ଶ ൬

డఝೕ

డ௫ೕ
൰



భ
ୀଵ + 2݁ଵ݁ଶ ቀడఝభ

డ௫మ
ቁ


+ ቀడఝమ

డ௫భ
ቁ


൨ +. ..  (8.12) 

Для выполнения условия (8.9) при выбранной функции Ляпу-
нова необходимо: 

− ൬
డఝೕ

డ௫ೕ
൰


= ܿ, j = 1, 2,…, ݊ଵ, ܥ > 0,  (8.13) 

ቀడఝభ
డ௫మ

ቁ


+ ቀడఝమ
డ௫భ

ቁ


= 0, …, ൬
డఝభషభ

డ௫భ
൰


+ ൬

డఝభ
డ௫భషభ

൰


= 0, 

откуда и могут определяться такие значения параметров избы-
точных систем, чтобы расширенная система была устойчива при 
случайных возмущениях их параметров. 

1. Рассмотрим систему с гибкой структурой. 
Если исходная система ௗ௬భ

ௗ௧
= ଵ݂(ݕଵ, ଵ(0)ݕ ,(ݐ =  ,ଵݕ

ଵݕ = ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ, то расширенная система будет иметь вид: 

�
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଵܽଶݑ − ଶݑ ଵ݂(ݔଵ, (ݐଶݔ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵܽଵݑ− − ଷݑ ଵ݂(ݔଵ, (ݐଶݔ
ቑ, (8.14) 

где ݑଵ, ݑଶ, ݑଷ — произвольные функции координат и времени. 
Для решения задачи в натуральном масштабе времени достаточно 
выполнения условия: 

ଶܽଵݑ− − ଷܽଶݑ = 1. (8.15) 
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В нашем случае ߮ଵ = ଵܽଶݑ − ଶݑ ଵ݂(ݔଵ, ଶ߮ ,(ݐଶݔ = ଵܽଵݑ− −
ଷݑ − ଵ݂(ݔଵ,  :из (8.14), и тогда из (8.13) получаем (ݐଶݔ

డఝభ
డ௫భ

= −с, డఝమ
డ௫మ

= −ܿ, 

డఝభ
డ௫భ

+ డఝమ
డ௫మ

= 0. (8.16) 

Рассмотрим случай ݑଶ = const, ݑଷ = const. 
Тогда 

డ௨భ
డ௫భ

= ቀ−ܿ + ଶݑ
డభ
డ௫భ

ቁ ଵ
మ

, డ௨భ
డ௫మ

= ቀܿ − ଷݑ
డభ
డ௫మ

ቁ ଵ
భ

, (8.17) 

и из третьего уравнения (8.16) получаем: 
భ

మାమ
మ

భమ
ቀܿ + డభ

డ௬భ
ቁ = 0, (8.18) 

откуда следует, что в данном случае устойчивость обеспечивается 
при:  

ܽଵ ≠ 0, ܽଶ ≠ 0, 
ܿ = − డభ

డ௬భ
, ܿ > 0. 

Если ଵ݂(ݕଵ, ߣ то устойчивость обеспечивается для ,(ݐ < 0. 
Рассмотрев случай, когда ݑଶ и ݑଷ — функции ݔଵ и ݔଶ, полу-

чим: 
డ௨భ
డ௫భ

= ଵ
మ

(−ܿ + ଶݑ
డభ
డ௫భ

+ డ௨మ
డ௫భ

ଵ݂), 
డ௨భ
డ௫మ

= ଵ
భ

(ܿ − ଷݑ
డభ
డ௫మ

− డ௨య
డ௫మ

ଵ݂). (8.19) 

С учетом (8.15) из третьего уравнения (8.19) опять получим 
достаточное условие устойчивости (8.18). 

Как можно показать и в более общем случае, в гибких струк-
турах устойчивость обеспечивается только для устойчивых ис-
ходных систем. 

2. Рассмотрим систему с коррекцией по воспроизводимой 
функции, которая описывается уравнениями (6.5). В этом случае 

߮ଵ = ଵݑ
డி
డ௬మ

− ଷݕߙ
డி
డ௬భ

, ߮ଵ = ଵݑ−
డி
డ௬భ

− ଷݕߙ
డி
డ௬మ

, 

и при ݑଵ = const условия устойчивости будут иметь вид: 
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�

ଵݑ ቀడమி
డ௬మ

మ − డమி
డ௬భ

మቁ − ߙ2 డி
డ௬భ

డி
డ௬మ

= 0,

ଵݑ
డమி

డ௬భడ௬మ
− ߙ ቀ డி

డ௬భ
ቁ

ଶ
= −с,

ଵݑ
డమி

డ௬భడ௬మ
− ߙ ቀ డி

డ௬మ
ቁ

ଶ
= −с. ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

 (8.20) 

Из этих условий можно для заданной функции F(y1, y2) = 0 оп-
ределить область y1, y2, где эти условия выполняются. 

Если решается задача отыскания корней двух уравнений, 
то система будет описываться уравнениями (6.17а), и условие: 

߲߮ଵ

ଶݔ߲
+

߲߮ଶ

ଵݔ߲
= 0 

выполняется тождественно для любых F1, F2 при ߙଵ = ଵߙ =  ,ߙ
а два других условия сводятся к требованию выполнения соот-
ношения: 

ߙ− ቀడிభ
డ௬భ

డிమ
డ௬మ

− ଵݔ
డிమ
డ௬భ

ቁ = −ܿ. (8.21) 

3. Рассмотрим систему с жесткой структурой с обратной свя-
зью. Для исходной системы ௗ௬భ

ௗ௧
= ଵݕ ,(ଵݕ)݂ = ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ и кон-

трольного условия F(x1, x2) = 0 уравнения системы с обратной 
связью, как было показано в § 6, могут иметь вид: 

�
ௗ௫భ
ௗ௧

= ଶଷܦଵݑ − ହݔߙ
డி

డ௫భ
ௗ௫మ
ௗ௧

= ଵଷܦଵݑ− − ହݔߙ
డி

డ௫మ

ቑ, (8.22) 

где ܦଶଷ = ݂ డி
డ௫మ

ଵଷܦ , = ݂ డி
డ௫భ

. 
Пусть ܦଵଶ = ଵݑ ,1 = 1. Условия устойчивости в этом случае 

будут иметь вид: 

డ
డ௫భ

డி
డ௫మ

+ ݂ డమி
డ௫భడ௫మ

− ߙ ቀ డி
డ௫భ

ቁ
ଶ

= −ܿ, 

− డ
డ௫మ

డி
డ௫భ

− ݂ డమி
డ௫భడ௫మ

− ߙ ቀ డி
డ௫మ

ቁ
ଶ

= −ܿ, 

ߙ2 డி
డ௫భ

డி
డ௫మ

+ ݂ ቀడమி
డ௫మ

మ − డమி
డ௫భ

మቁ + డ
డ௫మ

డி
డ௫మ

− డ
డ௫భ

డி
డ௫భ

= 0.  (8.23) 
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Из этих условий можно пытаться определить контрольные ус-
ловия F по заданной правой части f исходного уравнения. Гораздо 
проще задача определения f по заданному контрольному условию. 
Действительно, определив డ

డ௫భ
 и డ

డ௫మ
 из первых двух уравнений 

(8.23) и подставив их в третье уравнение, получим конечное 
уравнение для определения f: 

݂ =
ఈቀ ങಷ

ങೣభ
ቁ

ర
ାቀ ങಷ

ങೣమ
ቁ

ర
൨ିଶఈቀ ങಷ

ങೣభ
ങಷ

ങೣమ
ቁ

మ
ିቀ ങಷ

ങೣభ
ቁ

మ
ାቀ ങಷ

ങೣమ
ቁ

మ
൨

ങಷ
ങೣభ

ങಷ
ങೣమ

ቆങమಷ
ങೣమ

మିങమಷ
ങೣభ

మቇା ങమಷ
ങೣభങೣమ

ቀ ങಷ
ങೣభ

ቁ
మ

ାቀ ങಷ
ങೣమ

ቁ
మ

൨
. (8.24) 

Например, если ܨ = ଵݔ
ଶ + ଶ, ܽଵݔ = 1, ܽଶ = 0, то стохастическая 

устойчивость будет обеспечиваться при решении следующего ис-
ходного уравнения: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵఈ௬భ
రିସ௬భ

మ(ଶఈା)ିିఈ
ିସ௬భ

. 

Как легко видеть, структура обратной связи будет влиять лишь 
на числитель выражения (8.24). Знаменатель же зависит от вто-
рых производных контрольного условия, т.е. знаменатель не об-
ращается в нуль только для нелинейных контрольных условий. 
Только для нелинейных контрольных условий представляется 
возможность найти вид исходного дифференциального уравне-
ния, которое будет устойчиво решаться в расширенной системе. 

Методы теории устойчивости движения являются мощным 
средством совершенствования избыточных структур, но из-за 
громоздкости выкладок их следует применять для построения 
избыточных систем, предназначенных для погружения конкрет-
ных исходных уравнений. 

Заметим, что при наличии многократных ошибок применение 
кодовых методов диагностики и коррекции затруднительно, 
и именно в этих случаях целесообразно применение методов по-
строения систем, устойчивых при наличии постоянно действую-
щих возмущений — детерминированных или стохастических. 
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§ 9. Сравнение метода избыточных переменных  
c другими способами контроля и управления  

вычислительными процессами 

Введение избыточности на различных уровнях является эф-
фективным способом улучшения качества протекания вычисли-
тельных процессов. Чтобы оценить место методов использования 
избыточности среди других средств, рассмотрим с лингвистиче-
ской точки зрения процесс проектирования системы, который яв-
ляется отражением понятия о вычислительном процессе в его 
обобщенном виде. Целью рассматриваемых систем является ре-
шение задач, поставленных человеком. Поставить задачу — это 
значит сформулировать ее на том или ином языке. Человека или 
группу лиц, которые формулируют задачу, будем называть «За-
казчик». После того как задача сформулирована, ее требуется ре-
шить. Решить задачу — это, кроме всего прочего, получить ответ, 
понятный заказчику. 

Таким образом, подразумевается, что Заказчик обладает опре-
деленным словарем и системой правил для построения высказы-
ваний с соответствующей интерпретацией, иначе он не смог бы 
сформулировать задачу. 

Задачу берется решить «Исполнитель», работа которого за-
ключается в том, чтобы найти решение поставленной задачи. 
Иногда для этого Исполнитель должен произвести выкладки на 
бумаге, иногда для получения ответа он должен разработать уст-
ройство. Работа Исполнителя при решении больших задач оказы-
вается сложной, выполнить ее может лишь коллектив людей раз-
ных профессий, вооруженных техникой. Например, первым эта-
пом решения задачи может быть разработка соответствующей 
математической модели (перевод задачи на язык основных соот-
ношений Яос); вторым этапом может быть составление соответст-
вующих программ для исследования этой модели на вычисли-
тельной машине (перевод задачи на язык программирования Япр); 
третьим этапом может быть разработка технологии и изготовление 
соответствующей физической модели или самого изделия, иссле-
дование которого и может дать ответ на поставленную задачу. 

Каждый из Исполнителей этих этапов является носителем сво-
его профессионального языка, и процесс решения задачи сводится 
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к переводу определенного текста, сформулированного Заказчи-
ком, на языки исполнителей. Не останавливаясь на всех сторонах 
процесса принятия решений, рассмотрим некоторые лингвисти-
ческие аспекты этого процесса. 

В процессе перевода с одного языка на другой возникает мно-
го вопросов. Вот некоторые из них. Возможен ли перевод с языка 
Заказчика на языки Исполнителей? Если возможен, то будет ли 
перевод однозначным? С какими затратами связан такой перевод? 
Например, если требуется изготовить радиотехнический блок, то 
очевидно, что из одних пассивных элементов далеко не всякий 
блок может быть изготовлен. Включение в наш словарь усили-
тельных элементов расширяет возможности реализации радио-
технических блоков. В этом случае может быть решено больше 
задач, т.е. больше задач переведено на язык радиотехнических 
схем. Далее, один и тот же функциональный блок может иметь 
различные схемы, т.е. перевод в данном случае неоднозначен. 

Затраты на перевод определяются, во-первых, затратами 
на разработку соответствующего транслятора, и, во-вторых, объ-
емом памяти и числом вычислительных операций, необходимых 
при трансляции, например, с языка основных соотношений Яос на 
язык программирования Япр. Ответ на вопрос о возможности пе-
ревода с одного языка на другой связан с анализом идиоматики 
этих языков, с анализом их словарей и грамматик. Чтобы сделать 
перевод возможным, Исполнителю иногда требуется увеличить 
свой словарь, разработать новые радиотехнические элементы или 
новую математическую теорию. Ответ на вопрос об однозначно-
сти перевода связан с анализом изоморфизма и гомоморфизма 
переводимых языков, причем последний часто является жела-
тельным, так как позволяет обойти многие трудности реализации. 

Будем предполагать, что решение задачи Заказчика существует, 
т.е. преодолены все лингвистические трудности, и возможен пере-
вод с исходного языка на языки Исполнителей. Но при этом возни-
кают другие трудности, не связанные с лингвистическим аспектом. 
К ним могут быть отнесены как чисто математические трудности, 
так и действие различного рода помех, как в процессе перевода, 
так и на уже переведенные или еще не переведенные куски тек-
стов Заказчика и Исполнителей. Одним из способов преодоления 
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такого рода трудностей является введение избыточности. Когда 
говорят об избыточности, то имеет в виду следующее. 

Пусть имеем Т1 — текст Заказчика, построенный из n1 элемен-
тов словаря (словарь содержит N1 разных слов) с помощью z1 раз-
личных правил, и имеем соответствующий ему Т2 — текст испол-
нителя из n2 элементов, построенный из словаря, содержащего N2 
разных слов, с помощью z2 правил. Под действием помех оба этих 
текста искажаются, при этом нарушается соответствие между 
этими двумя текстами. О мере соответствия этих текстов Заказчик 
и Исполнитель договариваются предварительно. Для различных 
задач эта мера или критерий могут быть различными. 

Для уменьшения влияния помех возможны различные способы. 
Можно изменять N1, z1, n1, N2, z2, n2, сохраняя эквивалентность 
переводимых текстов. При введении избыточности пытаются 
пользоваться изменением только лишь z1, n1, z2, n2, оставляя неиз-
менными N1 и N2. При этом в качестве текста Заказчика будем 
иметь текст Tଵ

∗, а в качестве текста Исполнителя — текст Tଶ
∗. При 

введении избыточности, т.е. для zଵ
∗, nଵ

∗ , zଶ
∗, nଶ

∗  необходимо, чтобы 
было соответствие между Т1 и Tଵ

∗, между Т2 и Tଶ
∗, и чтобы не на-

рушалась осуществимость перевода из Tଵ
∗ в Tଶ

∗. 
Безусловно, не всегда за счет избыточности возможно преодо-

ление действия помех. Иногда для этого единственным средством 
может явиться введение новых слов в алфавиты Заказчика и Ис-
полнителя (увеличение N1 и N2), т.е. изобретение новых конст-
руктивных материалов или новых функциональных элементов 
или введение новых математических понятий. Но как показывает 
опыт, введение избыточности часто является мощным средством 
для увеличения помехоустойчивости. Подтверждение этого — 
в наличии избыточности в естественных языках и в биологиче-
ских системах на различных уровнях — от размножения до функ-
ционирования коллектива особей, в онтогенезе и филогенезе. 

В настоящее время еще нет общей теории введения и исполь-
зования избыточности, как есть, например, теория оптимизации 
внутри отдельных структур. И если проблема оптимальности 
в кибернетике довольно четко сформулирована, то проблема из-
быточности еще далека от такой четкой формулировки, что связа-
но с неразвитостью системных исследований в настоящее время. 
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Вместе с тем введение избыточности используется уже давно 
в различных отраслях науки и техники, для преодоления различ-
ных трудностей. В качестве примеров, кроме широко известных 
методов резервирования и дискретного кодирования, можно ука-
зать на следующие. 

Во-первых, в теории динамического программирования Р.Белл-
маном четко сформулирован принцип инвариантного погружения 
(the theory of invariant imbedding), которым пользовался еще 
А.Пуанкаре. 

Во-вторых, при решении некорректных задач А.Н.Тихоновым 
и В.К.Ивановым разработаны так называемые методы регуляри-
зации, которые основаны на введении дополнительных, избыточ-
ных функций. 

В-третьих, разработанные Г.Е.Пуховым методы синтеза ква-
зианалоговых систем основаны на получении совершенно новых 
свойств у вычислительных устройств за счет введения избыточ-
ности [22].  

В настоящее время является общепризнанным, что высокую 
точность, надежность и эффективность сложных технических 
систем нельзя обеспечить только за счет повышения надежности 
элементарных блоков [1, 27, 29, 31, 33, 38, 40]. Весьма универ-
сальным средством для этого является введение избыточности 
в проектируемые системы, создание структур и устройств, спо-
собных обнаруживать неисправные элементы системы и автома-
тически их отключать. Был предложен и технически осуществлен 
целый ряд способов контроля и управления для решения этой за-
дачи. Все они основаны на введении аппаратурной или временной 
избыточности, и могут быть разделены на четыре большие группы. 

a. Тестовый контроль. Он заключается в подаче на систему 
стимулирующего воздействия и сравнении ее реальной реакции 
с идеальной. Известно много разновидностей тестового контроля. 
К ним относятся проверка прохождения стандартных сигналов 
в радиоаппаратуре, решение тестовых задач на АВМ и ЦВМ, по-
дача на вход динамической системы наряду с основным высоко-
частотного вспомогательного сигнала с последующим анализом 
реакции системы и т.д. Сюда же можно отнести способы контро-
ля, заключающиеся в проверке характеристик аппаратуры и но-
минальных значений параметров схем. Для тестового контроля 
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характерна значительная временная избыточность при малых ап-
паратурных затратах [21, 23]. 

b. Контроль и управление на основе резервирования является 
очень универсальным способом повышения надежности, приме-
нимым к любым системам и на любом уровне. Резервирование 
позволяет осуществить контроль путем сравнения выходов ос-
новного и дублирующего блоков, диагностику и коррекцию при 
использовании мажоритарного принципа для большого класса 
ошибок произвольной кратности. Но за простоту и универсаль-
ность этого способа приходится расплачиваться большим объе-
мом аппаратурной или временной избыточности (удвоение, утрое-
ние и т.д.). 

c. Методы теории кодирования, которые первоначально разви-
вались применительно к передаче двоичных сообщений по каналу 
связи, позволили получить ряд глубоких результатов как в смысле 
получения предельных оценок для избыточности при заданной 
корректирующей способности, так и на пути построения кон-
кретных кодов. Оказалось, что основная идея теории кодирования 
очень плодотворна и может быть перенесена на ряд других облас-
тей. Так появились арифметические коды и коды для логических 
преобразований [35]. Необходимо отметить, что задача контроля 
обработки информации намного сложнее контроля ее передачи. 
Сопоставляя теорию кодирования с резервированием, следует 
сказать, что теория кодирования позволяет достичь значительно 
более сильных результатов при оптимизации контроля, диагно-
стики и коррекции ошибок, но намного уступает резервированию 
по широте применения. 

d. Четвертую группу составляют способы контроля при по-
мощи вспомогательных уравнений, и здесь иногда употребляют 
термин «логический» или «программно-логический» контроль. 
Эта группа объединяет большое число довольно разнообразных 
способов, использующих для контроля и последующего управле-
ния проверку различных соотношений, связывающих контроли-
руемые параметры. В качестве примеров из вычислительной тех-
ники можно указать на вычисление интеграла полной энергии 
или других известных первых интегралов при решении задач не-
бесной механики, на проверку вспомогательных соотношений 
в сферической тригонометрии, на контроль вычислений при 
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решении алгебраических уравнений введением дополнительной 
переменной [2, 20, 34] и т.д. К этой группе способов контроля от-
носится и рассматриваемый метод избыточных переменных [25]. 
В отличие от перечисленных способов, МИП дает регулярный 
метод построения вспомогательных уравнений для довольно ши-
рокого класса задач и может быть использован для контроля 
и управления в различных вычислительных процессах. 

Способы четвертой группы требуют значительно меньшей из-
быточности, чем резервирование, и имеют большую область 
применения, чем теория кодирования. Они занимают промежу-
точное положение между ними и могут рассматриваться как 
обобщение теории кодирования на случай обработки информа-
ции. МИП можно рассматривать как способ функционального 
кодирования применительно к задачам, сформулированным прежде 
всего на языке основных соотношений. 

Сравним МИП с некоторыми известными способами повыше-
ния помехоустойчивости. Один способ реализации МИП — ис-
пользование операции сжатия для борьбы с помехами (§ 5). Мат-
рица расширения в этом случае будет: 

ቯ
ܽଵ

ଵ ܽଶ
ଵ … ܽభ

ଵ

. . . . . . . . . . . .
ܽଵ

 ܽଶ
 … ܽభ


ቯ, (9.1) 

и как частный случай МИП может рассматриваться известный 
прием повышения точности копировальных систем, где исполь-
зуются копиры, изготовленные в увеличенном масштабе. Дейст-
вительно, если Y — требуемый линейный размер детали, то раз-
мер копира X = KY, K > 1. Принимая в качестве исходной пере-
менной Y, а избыточной X, можно записать матрицу расширения 
как ቛଵ


ቛ. Если ෨ܺ = ܺ + ܲ, где P — ошибка системы, не зависящая 

от размера копира, то после операции сжатия получим уменьше-
ние ошибки: 

෨ܻ = 


+ 


= ܻ + 


. 
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Далее, в технике измерений часто используют способ много-
кратного отсчета, при этом ܻ = ଵ


∑ ݔ


ୀଵ , и матрица расширения 

в этом случае будет: 
ቛଵ


ଵ


… ଵ


ቛ. (9.2) 

При статически независимых отсчетах с равными дисперсия-
ми получим улучшение точности системы: 

(ܻ)ܦ = ଵ


 ൯. (9.3)ݔ൫ܦ

Для систем с постоянным включением резерва тоже можно 
написать матрицы расширения. 

В системах с контрольным условием, что равносильно вклю-
чению в систему наблюдателя и нового уровня для оценки ре-
зультатов контроля и принятия решений, оказывается возможным 
получение качественно новых результатов по сравнению с систе-
мами без наблюдателя. В этом случае матрица расширения по 
МИП будет иметь вид: 

ቱ

ቱ

ܽଵ
ଵ ܽଶ

ଵ … ܽభ
ଵ

… … … …
ܽଵ

 ܽଶ
 … ܽభ



݉ଵ
ଵ ݉ଶ

ଵ … ݉భ
ଵ

… … … …
݉ଵ

 ݉ଶ
 … ݉భ



ቱ

ቱ
. (9.4) 

Дублирование и мажоритарные методы являются частными 
случаями МИП. Действительно, обозначив через ܺଵ и ܺଶ выход-
ные сигналы дублированных блоков (рис. 11), можно записать 
контрольное условие: 

ܺଵ − ܺଶ = 0,  

и матрица расширения этого случая будет: 

ቛ1 0
1 −1ቛ. (9.5) 
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Рис. 11. Дублирование 

Для системы с утроением блоков и мажоритарным выбором 
результата (рис. 12) контрольные условия будут: 

ܺଵ − ܺଶ = 0, ܺଵ − ܺଷ = 0, ܺଶ − ܺଷ = 0, 

а матрица расширения с учетом линейной зависимости этих кон-
трольных условий будет: 

ะ
1 0 0
1 −1 0
1 0 −1

ะ. (9.6) 

 

 
Рис. 12. Система с утроением блоков и мажоритарным  

выбором результата 

Таким образом, МИП может рассматриваться как обобщение 
и развитие известных способов повышения надежности и точ-
ности. 
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2. Важным моментом при оценке метода является область его 
применения. В предыдущих параграфах было рассмотрено приме-
нение МИП главным образом к решению обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. В этом пункте опишем более широкий 
класс вычислительных процессов и обсудим вопросы применения 
МИП для их контроля. 

Довольно общее описание вычислительного процесса можно 
представить в форме: 

Y = F(Z), (9.7) 

где ܻ = -,ଵ — матрица-столбец выходных переменных исход[ݕ]
ной задачи, ܼ =  ,ଵ — матрица-столбец входных переменных[ݖ]
исходной задачи, F — оператор, определяющий сумму функций 
{ ݂(ݖ)}ୀଵ,. Будем полагать, что оператор распадается на два со-
множителя: 

F = LФ, (9.8) 

где Ф — оператор, определяющий систему элементарных функ-
ций, L — линейный оператор, задаваемый матрицей ൣܮ൧

,, ܮ  — 
линейные операции, такие как умножение на одинаковую пере-
менную, дифференцирование, интегрирование и др. [16, 19] 

Метод избыточных переменных с линейными контрольными ус-
ловиями основан на избыточном линейном преобразовании зада-
чи (9.7). В результате линейного комбинирования исходных 
функций получается новая система функций, удовлетворяющая 
требованиям контроля результатов вычислений. Поэтому рас-
смотрим функции, допускающие эффективное линейное комбини-
рование. Если известна функция f(z) и задана система базисных 
функций {ݒ(ݖ)}ୀଵ,, то функция f(z) линейна относительно ба-
зисных функций, если: 

(ݖ)݂ = ∑ ߣ

ୀଵ  (9.9) ,(ݖ)ݒ

где ߣ — числа, не равняющиеся нулю одновременно. 
Например, полином n-ой степени ݕ = ∑ ܽ


ୀ - линеен отноݒ

сительно ݒ = ଵݒ ,1 = ݒ ,…,ݖ = ݖ , а гармоническая функция 
ݕ = ܽ sin(ݖ + ܾ) линейна относительно ݒ = sin ݒ ,ݖ = cos  .ݖ
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Осуществим линейное избыточное преобразование выходных 
переменных: 

Y = AX, (9.10) 

где ܺ = ൧ݔൣ
ଵ,భ

 — матрица-столбец ݊ଵ новых переменных, 

݊ଵ > ܣ ,݊ = ൣܽ൧
,భ

 — матрица расширения. 
На новые переменные наложим ݊ଵ − ݊ дополнительных ли-

нейных условий: 
MX = 0, (9.11) 

где ܯ = ൣ݉൧
,భ

 — матрица контрольных условий. 
Решая (9.10) и (9.11) совместно при: 

δ = ቚ ܣ
ቚܯ ≠ 0, (9.12) 

определим новые переменные: 

ܺ =  (9.13) ,ܻ߉

где ߉ = ൧ߣൣ
భ, — матрица, получающаяся обращением матрицы 

(9.12) по элементам матрицы A. 
Новые переменные X будут результатом вычислительного про-

цесса: 
ܺ =  (9.14) ,(ܼ)ܨ߉

и если оператор F определяет систему функций, линейных отно-
сительно базисной системы ൣݒ൧

ୀଵ,, то: 

X = CV(Z), (9.15) 

где ܸ(ܼ) =  — ,ଵ — матрица-столбец базисных функций, С[(ݖ)ݒ] 
линейный оператор, задаваемый матрицей  и линейным опера-
тором L. 

При таком подходе весьма широкий класс вычислительных 
процессов оказывается в сфере действия МИП, в том числе 
и многие микропрограммные процессы УЦВМ, и рассмотренное 
ранее решение обыкновенных дифференциальных уравнений. 
С помощью контрольных условий (9.13) могут определяться 
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первичные ошибки, и эта информация может использоваться для 
управления вычислительным процессом. 

3. Вычислительные процессы с избыточностью оказываются 
сложнее исходных, поэтому представляется важным оценить это 
усложнение, для чего будем пользоваться понятием алгоритмиче-
ской сложности, введенным В.М.Глушковым. 

Вычисление любой функции f(z1, . .. ,  zm) связано с затратами 
аппаратуры и машинного времени, которые можно оценивать ал-
горитмической сложностью Nf относительно стандартной опера-
ции — сложения двух 30-значных чисел. В единицах этой опера-
ции можно оценивать арифметические и логические операции 
в машине. 

Сложность схем моделирования на АВМ можно определять ко-
личеством используемых решающих усилителей. В качестве 
стандартной алгоритмической единицы САЕ можно принять ре-
шающий усилитель с q входами. Алгоритмическая сложность схе-
мы для решения канонической системы линейных дифференци-
альных уравнений в этом случае может вычисляться по формуле: 

ிܰ = ∑ ݐ݊݁ ቂ


+ 0.5ቃ
ୀଵ , (9.16) 

где n — порядок системы уравнений, ݉ — число суммируемых 
величин в правой части i-того уравнения. 

Нелинейные блоки АВМ содержат решающие усилители с не-
линейными входными цепями или нелинейными обратными свя-
зями. Их сложность тоже может оцениваться в САЕ (см. табл. 1). 

Таблица 1 

Сложность нелинейных блоков АВМ 

Типы машины МН-7 МН-14 ЭМУ-8 ЭМУ-10 Аналог 
Блок произв. 3 2 2 2 2 
Функц. блок 2 2 2 2 2 
Эл. мех. блок — 2 — 2 — 
 
Алгоритмическая сложность схем ЦДА определяется, естест-

венно, числом цифровых интеграторов. При этом не учитываются 
логические элементы, связывающие цифровые интеграторы 
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в схему решения задачи. Алгоритмическая сложность некоторых 
операций, реализуемых в ЦДА, приведена в табл. 2. 

Таблица 2  

Алгоритмическая сложность некоторых операций,  
реализуемых в ЦДА 

Алгоритмическая 
сложность в САЕ 

Операции 
сложение умножение деление интегрирование 

1 3 3 1 
 
Если на машине вычисляется оператор F, определяющий сис-

тему функций { ݂(ݖ)} ୀଵ,, то следует учесть возможность суще-
ствования общих частей у различных функций. Поэтому формула 
алгоритмической сложности оператора будет следующей: 

ிܰ = ∑ ܰ − ∑ ܰ∩ೕ, + ∑ ܰ∩ೕ∩ೖ,, −..., 

где суммы распространяются на различные значения индексов i; i, 
j; i, j, k и т.д. 

Значит: 
ிܰ ≤ ∑ ܰ


ୀଵ . (9.17) 

Например, пусть оператор F определяет функции преобразова-
ния сферических координат (R, φ, λ) в прямоугольные (x, y, z): 

ݔ = ܴ sin ߮ cos  ,ߣ
ݕ = ܴ sin ߮ sin  (9.18)      ,ߣ
ݖ = ܴ cos ߮. 

Тогда ிܰ = 4( тܰ + уܰм), где тܰ — алгоритмическая сложность 
тригонометрических функций, а уܰм — алгоритмическая слож-
ность умножения. Полученное значение меньше той алгоритмиче-
ской сложности, которая бы получилась при независимой реали-
зации рассмотренных выше формул: 

ிܰ < 5( тܰ + уܰм). 

Для сравнения двух операторов F и ܨᇱ по сложности будем ис-
пользовать относительную алгоритмическую сложность: 
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ிᇲܰߜ =
ேಷᇲିேಷ

ேಷ
. 

Именно эта характеристика будет использоваться в дальней-
шем, что оправдывает приближенный характер определения ал-
горитмической сложности. 

Сложность вычислительных процессов с избыточностью опре-
деляется не столько числом избыточных переменных, сколько от-
носительной алгоритмической сложностью нового оператора Fu 
по сравнению с исходным оператором F: 

ߜ ிܰೠ =
ேಷೠିேಷ

ேಷ
. (9.19) 

В зависимости от ее величины избыточные переменные преоб-
разования могут быть: 

a) экономичными, когда δ ிܰೠ ≤ 

, 

b) частично экономичными, когда 


< ߜ ிܰೠ < ݇, 
c) неэкономичными, когда δ ிܰೠ ≥ ݇,  

где k — число контрольных линейных условий, n — число исход-
ных выходных переменных. 

Если функции оператора F реализуются независимо с алгорит-
мической сложностью ܰ = ܰ и ிܰ = ݊ܰ, то избыточное преоб-
разование будет экономичным. Действительно, для функций опе-
ратора ܨ௨ будем иметь ிܰೕ ≤ ܰ и: 

ிܰೠ ≤ (݊ + ߜ ,ܰ(݇ ிܰೠ ≤ 

. 

Если алгоритмическая сложность оператора лежит в пределах 
ା
ାଵ

ܰ < ிܰ < ݊ܰ, то избыточное преобразование будет частично 
экономичным. Для проверки этого утверждения достаточно под-
ставить указанные пределы ிܰ и получить: 




< ߜ ிܰೠ < ݇. 

Наконец, в том случае, когда ிܰ ≤ ା
ାଵ

ܰ, избыточное преобра-
зование оказывается неэкономичным. 
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Таким образом, чем больше общих частей имеют функции опе-
ратора F, тем меньше ிܰ и тем больше в общем случае сложность 
преобразованных вычислительных процессов. 

Но не меньшее влияние на сложность оказывает организация 
вычислений ܨ௨. Если величина ிܰ определяет частично экономич-
ное или даже неэкономичное избыточное преобразование, то при: 

ிܰೠ ≤ ା
 ிܰ  

можно сохранить условие экономичности, а при: 

ிܰೠ < (݇ + 1) ிܰ  

— условие частичной экономичности. 
Приведем пример. Пусть на ЦВМ реализуется задача вида: 

ଵݕ = sin ଶݕ ,ݖ = cos  .ݖ

Произведем линейное избыточное преобразование, задаваемое 
матрицей: 

δ = ะ
1 0 0
0 1 0
1 1 −1

ะ. 

Тогда получим преобразованную задачу: 
ଵݕ = sin  ,ݖ
ଶݕ = cos  ,ݖ
ଷݕ = √2 sin(ݖ + గ

ସ
), 

ଵݕ + ଶݕ − ଷݕ = 0. 
Если sin и cos ݔ  вычисляются по отдельным стандартным ݔ

программам, то: 

ிܰ = 2 СܰП, ிܰೠ ≈ 3 СܰП. 

Значит, δ ிܰೠ ≈ 0,5, что соответствует экономичному избыточ-
ному преобразованию. 

Но при использовании общей синусно-косинусной стандартной 
программы: 

ிܰ = СܰП, ிܰೠ ≈ 2 СܰП. 



 134

Значит, δ ிܰೠ ≈ 1, что соответствует неэкономичному преобра-
зованию. 

Правда, в последнем случае одновременно с y3 можно вычис-
лить ݕସ = √2 cos(ݔ + గ

ସ
). Это соответствует экономичному преоб-

разованию δ ிܰೠ = 1 с матрицей: 

δ = ቱ

1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 −1 0

−1 1 0 −1

ቱ. 

Итак, на основании вышерассмотренного можно сделать вывод 
об эффективности линейного избыточного преобразования, со-
ставляющего основу метода избыточных переменных. 

Метод избыточных переменных, основанный на линейном из-
быточном преобразовании переменных исходной задачи, позволя-
ет осуществлять непрерывный контроль и коррекцию вычисли-
тельного процесса по k введенным линейным контрольным усло-
виям за счет относительно небольшой избыточности. Метод избы-
точных переменных эффективен в том случае, когда оператор F 
исходной задачи определяет систему функций, линейных относи-
тельно определенных базисных функций {ݒ(ݖ)}ୀଵ,, а алгорит-
мическая сложность его находится в пределах: 

ା
ାଵ

ܰ < ிܰ < ݊ܰ, 

где N — число, характерное для класса функций, линейных отно-
сительно указанных базисных функций. 

4. До сих пор предполагалось, что оператор F исходной задачи 
определяет систему функций { ݂(ݖ)}ୀଵ,, линейных относительно 
определенного базиса {ݒ(ݖ)}ୀଵ,. 

Иными словами, оператор F должен распадаться на два опера-
тора: 

F = CV, 

где С — линейный оператор; 
V — оператор, определяющий базовые функции. 
Метод избыточных переменных в этом случае наиболее эффек-

тивен, так как преобразованный оператор вида Fu = CuV определяет 
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систему функций { ݂(ݖ)}ୀଵ,, линейных относительно наиболь-
шей избыточности (при ிܰ > ା

ାଵ
ܰ). 

Но не все функции обладают линейным свойством, в том 
смысле, что оказывается невозможным найти для них базисные 
функции. Например, для показательных функций az невозможно 
найти, по крайней мере известные, элементарные функции, кото-
рые могли бы стать базисом класса показательных функций. 

Если оператор F исходной задачи определяет систему функций, 
для которых невозможно найти базисную систему функций, 
то обычно происходит вырождение метода избыточных перемен-
ных. В этом случае из ߕ = -следует, что, в частности, алго (ܼ)ܨ߉
ритм вычислений преобразованных переменных может быть 
представлен следующим образом: 

ଵݔ = ଵଵߣ ଵ݂
ᇱ + ⋯ + ଵߣ ݂

ᇱ(ݖ), 
…………………………….. 
భݔ = భଵߣ ଵ݂

భ + ⋯ + భߣ ݂
భ(ݖ), 

где ݂
  i-ая функция исходной задачи, реализуемая в j-ой — (ݖ)

преобразованной переменной. 
Рассмотрим основные характеристики вырожденного избыточ-

ного преобразования переменных. Во-первых, избыточность пре-
образованного оператора ܨ௨ = Λܨ находится в пределах: 

1 ≤ ߜ ிܰೠ ≤ ݊ଵ − 1. 

Верхняя граница достигается при условии, что коэффициенты 
- обратного преобразования все отличны от нуля, а нижняя граߣ
ница достигается, например, в частном случае , который описы-
вается ниже. 

Во-вторых, при вырождении линейного избыточного преобра-
зования изменяется модель ошибок ∆ݔ. Пусть ܲ

 — ошибка i-той 
функции, реализуемой в j-той переменной. 

Тогда имеем: 

ଵݔ∆ = ଵଵߣ ଵܲ
ଵ + ⋯ ଵߣ+ ܲ

ଵ, 
……………………………. 
భݔ∆ = భଵߣ ଵܲ

భ + ⋯ భߣ+ ܲ
భ. 
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Если: 
ܲ
 = ଵܲ + ଶܲ

 , 

где ଵܲ — ошибка, одинаковая для всех блоков вычислений i-той 
функции (методические, систематические погрешности); 

ଶܲ
  — ошибка, характерная для j-того блока, i-той функции 

(случайные погрешности), то контрольными условиями (9.12) мо-
гут обнаруживаться только ошибки ଶܲ

 : 

∆ଶ ∑ ଵܲ

ୀଵ ∑ ݉ఈೕߣ

భ
ୀଵ + ∑ ∑ ݉ఈೕߣ ଶܲ

భ
ୀଵ


ୀଵ =  

= ∑ ∑ ݉ఈೕߣ ଶܲ
భ

ୀଵ

ୀଵ , 

ߙ = 1, 2, … , ݇, 

в силу свойств обратного преобразования . 
Наконец, вырожденные линейные преобразования специаль-

ного вида приводят к известным методам борьбы с ошибками. 
Например, при ݇ ≥ ݊ имеем 

1) дублирование (k = n), задаваемое: 

ߜ =
ቱ

ቱ

1 … 0 0 … 0
… … … …

0 … 1 0 … 0
1 … 0 −1 … 0
… … … …

0 … 1 0 … − 1

ቱ

ቱ
  

и характеризующееся δ ிܰೠ = 1; 
2) троирование (k = 2n), задаваемое: 

ߜ =

ቱ

ቱ

ቱ

1 … 0 0 … 0 0 … 0
… … … … … …

0 … 1 0 … 0 0 … 0
1 … 0 0 … 0 −1 … 0
0 … 0 1 … 0 −1 … 0
… … … … … …

0 … 1 0 … 0 0 … − 1
0 … 0 0 … 1 0 … − 1

ቱ

ቱ

ቱ

  

и характеризующееся δ ிܰೠ = 2; 
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3) оптимальная обработка избыточной информации, задавае-
мая: 

ߜ =
ቱ

ቱ

0,5 … 0 0,5 … 0
… … … …

0 … 0,5 0 … 0,5
1 … 0 −1 … 0
… … … …

0 … 1 0 … 1

ቱ

ቱ
  

и характеризующаяся δ ிܰೠ = 1 и увеличением точности в 2 раза. 

Для того чтобы избежать вырождения линейного избыточного 
преобразования, опишем два способа, которые связаны либо 
с предварительным эквивалентным преобразованием исходной 
задачи, либо с разбиением ее на блоки. 

Предварительное преобразование исходной задачи выполняет-
ся с целью приведения оператора F, для функций которого невоз-
можно найти базиса, к оператору ܨᇱ, для функций которого опре-
деляется известный базис. 

Пусть при переходе F→ܨᇱ получается изменение алгоритмиче-
ской сложности: 

δ ிܰ’ = ேಷ’ିேಷ
ேಷ

, 

а при преобразовании ܨᇱ → ௨ܨ
ᇱ получаем: 

δܰிೠ
ᇲ =

ேಷೠᇲ
ିேಷᇲ

ேಷᇲ
. 

Очевидно, избыточности следует оценивать величиной отно-
сительной алгоритмической сложности: 

δ ிܰೠ =
ேಷೠᇲ

ିேಷ

ேಷ
. 

Если для оператора ܨᇱ линейное избыточное преобразование 
экономично: 

δܰிೠ
ᇲ = 

୬
−  ,ߦ

где 0 ≤ ߦ < 
୬
, то при: 

δ ிܰ’ ≤ ξ  
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условие экономичности сохраняется, а при: 

δ ிܰ’ < ߦ + (ାଵ)


  

выполняемое преобразование с избыточностью оказывается час-
тично экономичным. Это следует непосредственно из того, что: 

δ ிܰೠ = ிೠܰߜ
ᇲ + ߜ ிܰ’. 

Аналогично, если 
δܰிೠ

ᇲ = ݇ −  ,∗ߦ
где 0 < ∗ߦ < (ିଵ)

୬
, то избыточное преобразование частично эко-

номично при: 
δ ிܰ’ <  .∗ߦ

Таким образом, преобразуя исходную задачу для эффективного 
применения метода избыточных переменных, следует учитывать 
возможное увеличение избыточности.  

Приведем пример. Пусть функции исходной задачи аналитиче-
ские и разлагаются, следовательно, в степенной ряд: 

ଵݕ = ଵ݂(ݖ) ≅ ∑ ܿభା⋯ழ
ଵ

భା⋯ழ ଵݖ
భ … ݖ

 , 
…………………………………………………. 
ݕ = ݂(ݖ) ≅ ∑ ܿభା⋯ழ

ଵ
భା⋯ழ ଵݖ

భ … ݖ
, 

где r определяется заданной точностью разложения. Реализация 
полиномов на 30-разрядной УЦВМ в виде схем Горнера дает: 

m = 1, ிܰ’ ≈  ,(САЕ) ݎ6݊
m = 2, ிܰ’ ≈  .ଶ (САЕ)ݎ3݊

Линейное избыточное преобразование в этом случае экономич-
но и сохраняется таковым при условии, что: 

m = 1, ிܰ ≈  ,(САЕ) ݎ6݊
m = 2, ிܰ ≈   ,ଶ (САЕ)ݎ3݊

и становится частично экономичным, если: 

m = 1, ிܰ > 
ାଵ

 (САЕ), 

m = 2, ிܰ > ଷమ

ାଵ
 (САЕ). 
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Здесь ிܰ — алгоритмическая сложность реализации исходных 
функций ଵ݂(ݖ),…, ݂(ݖ) методом, отличным от разложения в сте-
пенной ряд. 

При построении сложных алгоритмов часто пользуются раз-
биением их на блоки. Это упрощает изучение алгоритмов и об-
легчает отладку программы. Поэтому целесообразно исследовать 
блочное применение линейного преобразования задач методом 
избыточных переменных. 

Пусть оператор F определяет систему функций, для которых 
неизвестен базис, но возможно разбиение оператора на блоки: 

F = F1…Fg, 

причем каждый подоператор Fi определяет систему функций, ли-
нейных относительно известного базиса. 

Линейное избыточное преобразование переменных, являю-
щихся результатом оператора Fi (i = 1, g), приводит к избыточно-
сти: 

δ ிܰೠ =
ேಷೠିேಷ

ேಷ
. 

Общая избыточность задачи будет: 

δ ிܰೠ = ∑ ߛ

ୀଵ ߜ ிܰೠ, (9.20) 

где ߛ =
ேಷ
ேಷ

 — удельный вес i-того подоператора.  
Если избыточность каждого подоператора определяется выра-

жением: 
δ ிܰೠ = ݇ +  ,ߤ

причем ߤ ≤ (ଵି)


 — при экономичном преобразовании; 
ߤ < 0 — при частично экономичном преобразовании; 
ߤ ≥ 0 — при неэкономичном преобразовании, то избыточ-

ность задачи δ ிܰೠ  может удовлетворять условию: 
a) экономичности, при ∑ γ୧ߤ


ୀଵ ≤ (ଵି)

୬
; 

b) частичной экономичности, при (ଵି)
୬

< ∑ γ୧ߤ

ୀଵ < 0; 

c) неэкономичности, при ∑ γ୧ߤ

ୀଵ ≥ 0. 
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Это следует из (9.20) и равенства: 

∑ γ୧ = 1
ୀଵ . 

Таким образом, можно сделать два следующих вывода: 
1) избыточность задачи δ ிܰೠ  удовлетворяет, по крайней мере, 

условию частичной экономичности, если избыточность каждого 
блока δ ிܰೠ, i = 1, g удовлетворяет условию экономичности или 
частичной экономичности; 

2) избыточность задачи δ ிܰೠ  удовлетворяет условию эконо-
мичности, если при экономичном преобразовании каждого блока 
выполняется также условие: 

∑ γ୧ݒ ≤ 1
ୀଵ , 

где ݒ = 


. 
Приведем пример. 
Пусть система дифференциальных уравнений: 

ௗ
ௗ௧

= ,ܻ)ܥ ܻ), ܻ(0) = ܻ, 

где ܥ(ܻ, ܻ) = ܥ] (ܻ, ܻ)],ଵ — матрица-столбец квадратичных 
форм ܥ (ܻ, ܻ), решается на АВМ с использованием n сумматоров-
интеграторов, n инвертеров и (ାଵ)

ଶ
 блоков произведения. 

Следовательно, можно выделить 
— линейный блок с ிܰభ = 2݊ (САЕ); 
— нелинейный блок с ிܰమ = ݊(݊ + 1) (САЕ). 
Линейное избыточное преобразование 

Y = AX, X = ΛY 

дает следующую систему дифференциальных уравнений: 
ௗଡ଼
ௗ௧

= ,X)ܥ X), ܻ(0) = ܻ, 

в которой матрица j-той квадратичной формы Cj выражается че-
рез матрицы исходных квадратичных форм следующим образом: 

ܥ = ∑ ߣ

ୀଵ  .ܣܥ்ܣ
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При реализации преобразования на АВМ результаты линейно-
го блока контролируются по условиям: 

MX = 0, 

а нелинейного блока — по соотношениям: 

ߙ ,ఈ, i = 1, k(n + k), j = 1, (n + k)ܯܩ்ܺ = 1, ݇. 

Линейный блок, имевший n переменных на выходе, определя-
ется теперь (n + k) переменными, которые связаны линейными 
соотношениями. Избыточность его будет: 

δ ிܰೠభ = ଶ(ା)ିଶ
ଶ

= 

. 

Нелинейный блок, имевший на выходе n(n + 1)/2 произведений 
yiyj, теперь имеет (n + k)(n + k + 1)/2 произведений xixj, связанных 
k(n + k) линейными соотношениями. Избыточность его будет: 

δ ிܰೠమ = (ା)(ାାଵ)ି(ାଵ)
(ାଵ)

= 


ଶାାଵ
ାଵ

. 

Следовательно, при ݊ → ∞ избыточность всей схемы опреде-
ляется выражением 

δ ிܰೠ = ଶ
ேಷభାேಷమ

ߜ ிܰೠభ + (ାଵ)
ேಷభାேಷమ

ߜ ிܰೠమ → ଶ


. 

Значит, даже в асимптотике линейное преобразование только 
частично экономично. Положим теперь, что в исходных уравне-
ниях отсутствует m блоков произведения. Тогда при ݊ → ∞ избы-
точность схемы будет: 

δ ிܰೠ = ଶ


ା/
ିଶ/

. 

Отсюда, в асимптотике сохраняется условие частичной эконо-
мичности, если: 

݉ < 
ଶାଵ/

. 

Блочное применение метода избыточных переменных оказы-
вается перспективным при построении программ УЦВМ, при 
синтезе схем ЦДА.  
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5. При повышении качества вычислительных процессов необ-
ходимо сочетание различных методов использования избыточно-
сти на различных уровнях. Можно ставить задачу оптимального 
сочетания различных методов в рамках линейного программиро-
вания. Если mос, mпр, mм — количество ошибок на уровнях Яос, Япр 
и Ям соответственно (см. Введение), и если затраты на борьбу с 
ошибками при введении избыточности на уровне Яос будут Сос

 , 
когда ошибки действуют на уровне Яос, Сос

ᇱ , когда ошибки дейст-
вуют на уровне Япр, и Сос

ᇱᇱ , когда ошибки действуют на уровне Ям; 
если затраты на борьбу с ошибками при введении избыточности 
на уровне Япр будут Спр

ᇱ , когда ошибки действуют на уровне Япр, 
Спр

ᇱᇱ , когда ошибки действуют на уровне Ям; если затраты на борь-
бу с ошибками при введении избыточности на уровне Ям будут См

ᇱᇱ, 
то целевая функция будет иметь вид: 

С = Сос
  mос + Сос

ᇱ mпр
  + Сос

ᇱᇱ mм
 +Спр

ᇱ mпр
ᇱ  + Спр

ᇱᇱ mм
ᇱ  + См

ᇱᇱmм
ᇱᇱ → min, 

mпр = ݉пр
  + ݉пр

ᇱ , 
mм = ݉м

  + ݉м
ᇱ  + ݉м

ᇱᇱ. 

При решении задач минимизации суммарных затрат на обес-
печение заданной надежности вычислительного процесса нахо-
дятся величины ݉пр

  и ݉пр
ᇱ , ݉м

 , ݉м
ᇱ  и ݉м

ᇱᇱ, которые и определяют, 
с какими помехами целесообразно бороться на том или ином 
уровне. 

В настоящее время определение весовых коэффициентов целе-
вой функции возможно только лишь для нескольких частных слу-
чаев. Например, если экономится полный вес, то большая вели-
чина приписывается коэффициенту См

ᇱᇱ, и оказывается выгоднее 
вводить избыточность на уровне Яос. Это приводит, в частности, 
к замене утроенного комплекта вычислительного оборудования 
на удвоенный комплект с контролем по МИП, при этом надеж-
ность всего вычислительного комплекса сохраняется. Насущной 
задачей развития МИП является определение классов помех, 
ошибок, отказов и сбоев, при которых применение именно этого 
метода дает максимальный выигрыш. 

Бурно развивающаяся микроэлектроника является реальной 
технической основой для широкого применения методов введе-
ния избыточности на различных уровнях. Развитие аналитического 
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или формульного программирования позволяет автоматизировать 
преобразование исходных задач к избыточным задачам. Введение 
избыточности на уровне основных соотношений представляет 
интерес для различных вычислительных машин независимо от их 
принципа действия — для аналоговых и цифровых, для специа-
лизированных и универсальных, для цифровых дифференциаль-
ных анализаторов и для рекурсивных машин и т.д. 



 144

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложен и разработан метод избыточных переменных для 
контроля, диагностики и коррекции вычислительных процессов 
при решении конечных и обыкновенных дифференциальных 
уравнений. В качестве отдельных направлений следует указать на 
следующее. 

1. Разработан способ синтеза гибких и жестких избыточных 
структур и доказана их эквивалентность исходным уравнениям. 

2. Разработаны и исследованы способы контроля решений 
в избыточных структурах — линейный и нелинейный контроль, 
способ поворачивающейся плоскости, различные способы кодо-
вой диагностики. 

3. Разработаны и исследованы различные способы управления 
вычислительным процессом — алгебраическая коррекция, кор-
рекция вперед и с помощью обратной связи, непрерывная, кодовая 
коррекция, коррекция с помощью перестройки гибких структур. 

4. Исследована помехоустойчивость построенных избыточных 
структур при детерминированных и стохастических помехах, 
и показано, что в ряде случаев помехоустойчивость этих систем 
существенно повышается. 

Произведено сравнение метода избыточных переменных с из-
вестными способами повышения надежности и точности, такими 
как резервирование, мажорирование и др. и показано, что МИП 
является их обобщением и развитием. 



 145

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Лабораторная работа № 1 

Введение в библиотеку Simulink пакета MatLab.  
Моделирование динамических систем 

Цель: познакомиться с основными инструментами библиотеки 
Simulink для моделирования динамических систем, заданных 
системой дифференциальных уравнений. 

В качестве среды моделирования были выбраны математиче-
ский пакет MatLab и его составная часть — библиотека Simulink, 
позволяющие значительно ускорить и упростить процесс модели-
рования, обладающие достаточной наглядностью для использова-
ния в образовательных целях и широтой возможностей для ис-
пользования в исследовательских целях в разнообразных облас-
тях научной деятельности. 

Познакомимся с интерфейсом обозревателя библиотеки Simulink.  

 

Рис. П1.1. Окно обозревателя библиотеки Simulink 
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Окно обозревателя библиотеки состоит из следующих элемен-
тов и областей: 

1. Строка заголовка обозревателя Simulink Library Browser; 
2. Меню обозревателя; 
3. Панель инструментов с кнопками создания новой модели , 

открытия модели , поля для ввода поискового запроса 

 для поиска блока или подсистемы, кнопки 
запуска поиска  и кнопки настроек поиска ; 

4. Перечень разделов библиотеки Simulink; 
5. Окно содержимого библиотеки и разделов (при нажатии на 

конкретный раздел становятся доступными содержащиеся в нем 
блоки); 

6. Строка состояния, содержащая также контекстные подсказки. 
Библиотека Simulink состоит из нескольких разделов, на кото-

рые логичным образом разделены блоки: 
1. Commonly Used Blocks — часто используемые блоки; 
2. Continuous — аналоговые блоки; 
3. Discontinuities — цифровые блоки; 
4. Discrete — дискретные блоки; 
5. Logic and Bit Operations — логические и битовые операторы; 
6. Lookup Tables — вспомогательные таблицы; 
7. Math Operations — математические операторы; 
8. Model Verification — блоки, выполняющие верификацию 

модели, например, проверку динамических диапазонов; 
9. Model-Wide Utilities — блоки линеаризации и сопровожде-

ния модели; 
10. Ports & Subsystems — блоки входов/выходов, организации 

запуска, подсистем; 
11. Signal Attributes — атрибуты сигналов; 
12. Signal Routing — блоки маршрутизации сигналов; 
13. Sinks — регистрирующие блоки; 
14. Sources — источники сигналов; 
15. User-Defined Function — функции, определяемые пользо-

вателем; 
16. Additional Math & Discrete — дополнительные математи-

ческие и дискретные блоки. 
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Для того, чтобы включить в модель тот или иной блок, его не-
обходимо «перетащить» в окно создания модели, нажав и не от-
пуская левую кнопку мыши. 

Более подробно о среде разработки MatLab и о библиотеке 
Simulink можно узнать в работе [47]. 

Рассмотрим простой пример моделирования свободных коле-
баний осциллятора в среде без сопротивления. 

Система дифференциальных уравнений, моделирующая дви-
жение осциллятора, имеет вид: 

ቐ
ௗ௬భ
ௗ௧

= ,ଶݕ
ௗ௬మ
ௗ௧

= .ଵݕ−
�  

Для создания модели понадобятся следующие блоки (в скоб-
ках указан раздел, в котором находится данный блок): 

 Integrator (Continuous) — интегрирующий блок; 
 Gain (Math Operations) — усилитель, умножающий входной 

сигнал на постоянный коэффициент; 
 Bus Creator (Signal Routing) — блок шинного формирователя; 
 Scope (Sinks) — осциллограф; 
 XY Graph (Sinks) — графопостроитель. 
На рис. П1.2 показано, каким образом необходимо соединить 

данные блоки для создания модели движения осциллятора. Для 
создания соединительной линии нужно нажать левой клавишей 
мыши на выход соответствующего блока и протянуть соедини-
тельную линию к парному блоку. 

 

 

Рис. П1.2. Пример модели осциллятора 

Scope 

XY Graph1 

Gain1 

y2 y1 

1
S

 
1
S

 

-1 
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Для корректной работы модели необходимо изменить пара-
метры выбранных блоков. Для этого по блоку необходимо щелк-
нуть два раза левой клавишей мыши или, щелкнув правой, вы-
брать в выпадающем меню пункт Block Parameters. 

Для блока Gain устанавливаем значение константы равным –1 
(параметр Gain), для блока Bus Creator значение параметра Num-
ber of inputs (количество входов) равным 2. 

Выберем начальные условия ݕଵ и ݕଶ. Воспроизводимая 
функция в данном случае: 

ଵݕ
ଶ + ଶݕ

ଶ = ܴଶ. 

Начальные условия ݕଵ и ݕଶ выберем исходя из этого соотно-
шения. Для случая R = 1 это могут быть значения ݕଵ = 1 
и ݕଶ = 0. 

Изменим параметр Initial condition (начальное значение) для 
первого интегратора на 1 и для второго на 0. 

Установим интервал моделирования (время расчета модели) 
равным 100.  

При помощи осциллятора Scope можно наблюдать за измене-
ниями вычисляемых величин в процессе работы модели. Для это-
го его нужно запустить двойным щелчком левой клавиши мыши. 
Запуск графопостроителя XY Graph производится автоматически. 

Для того, чтобы выбрать численный метод решения системы 
дифференциальных уравнений, необходимо в пункте меню Simu-
lation выбрать Model Configuration Parameters, выбрать тип шага 
дискретизации (способ моделирования Type — постоянный/пе-
ременный) и метод расчета. 

В системе представлены следующие методы численного ин-
тегрирования: 

1. метод Эйлера [45]; 
2. метод Heun [3]; 
3. метод Dormand-Prince [44]; 
4. метод Рунге-Кутты [46]; 
5. метод трапеций [46]; 
6. метод Розенброка [45]; 
7. метод Bogacki-Shampine [43]. 
Укажем значение постоянного шага дискретизации равным 

0,05. В качестве метода выберем ode4 (Рунге-Кутты). 
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Графики, полученные при помощи инструментов Scope и XY 
Graph, представлены на рис. П1.3. 

 

 

Рис. П1.3. Графики, иллюстрирующие работу модели осциллятора 

Задание: постройте модель, описанную системой дифферен-
циальных уравнений. Сравните работу модели с применением 
различных численных методов (не менее 3-х методов) и значений 
шага дифференцирования (не менее 2-х значений), в том числе 
и методов с переменным шагом (не менее 2-х методов). Исследуйте 
модель при различных начальных условиях и коэффициентах. 

 
Системы для моделирования: 
1. Модель «хищник-жертва» Вольтерры-Лотки 

ቐ
ௗ௫
ௗ௧

= ߙ)ݔ − (ݔߚ
ௗ௬
ௗ௧

= ߛ)ݕ− − (ݔߜ
�, 

где ߙ — скорость роста жертв, ߛ — скорость убыли хищников, ߚ, 
 .скорости взаимодействия популяций — ߜ

2. Аттрактор Лоренца, который может описывать конвекцию 
морской воды в плоском слое, конвекцию в замкнутой петле, 
вращение водяного колеса, одномодовый лазер, диссипативный 
гармонический осциллятор с инерционной нелинейностью  
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ௗ௫
ௗ௧

= ݕ)ߪ − (ݔ
ௗ௬
ௗ௧

= ݎ)ݔ − (ݖ − ݕ
ௗ௭
ௗ௧

= ݕݔ − ݖܾ

�. 

Исследуйте поведение системы при следующих значениях па-
раметров  

σ = 10, r = 28, b = 8/3, для r = 0.3, 1.8, 3.7, 10, 16, 24.06, 28, 100. 
3. Аттрактор Рёсслера — модель, возникшая при описании ди-

намики химических реакций, протекающих в некоторой смеси 
с перемешиванием 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ௗ௫
ௗ௧

= ݕ− − ݖ
ௗ௬
ௗ௧

= ݔ + ݕܽ
ௗ௭
ௗ௧

= ܾ + ݔ)ݖ − ܿ)

�. 

Исследуйте поведение системы при значениях параметров 
a = b = 0.2, 2.6 ≤ c ≤ 4.2, при c = 4.5. 

4. Тримолекулярная модель (брюсселятор), описывающая хи-
мические реакции  

ቐ
ௗ௫
ௗ௧

= ܽ − (ܾ + ݔ(1 + ݕଶݔ
ௗ௬
ௗ௧

= ݔܾ + ݕଶݔ
�. 

Исследуйте поведение системы при a = 0.7, b = 3.  
 
Контрольные вопросы: 
1. Каким образом устанавливаются начальные значения при 

решении систем дифференциальных уравнений? 
2. Какой из выбранных вами методов дал наиболее приемле-

мое решение при одинаковых начальных условиях и шаге дискре-
тизации? 

3. Каким образом устанавливается численный метод? 
4. Каким образом устанавливается интервал моделирования? 
5. При помощи каких блоков можно получить графическое 

отображение результатов моделирования? 
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Лабораторная работа № 2 

Создание систем уравнений с неопределенными  
коэффициентами 

Цель: изучить метод создания системы с неопределенными 
коэффициентами. 

Внимание: перед выполнением лабораторной работы необхо-
димо ознакомиться с теоретическим материалом § 2 данного 
учебного пособия. 

Пример 1. Система уравнений с неопределенными коэффици-
ентами для моделирования осциллятора. 

В качестве первого примера используем систему дифференци-
альных уравнений, моделирующую движение осциллятора. 

Воспроизводимая функция в данном случае: 

ଵݕ
ଶ + ଶݕ

ଶ = ܴଶ. (П2.1) 

Зададим произвольные коэффициенты, число которых в дан-
ном случае ܥଶ

ଶ = 1, u1 = |12|. Эта запись означает, что коэффици-
ент u1 соответствует сочетанию 12. Коэффициент u1 будет входить 
в обе строки расширенной системы, так как в соответствующей 
ему записи есть цифры 1 и 2. Расставим знаки перед членами 
уравнений системы. Для членов уравнений первой строки нет 
нарушений порядка (цифра 1 стоит на первом месте в сочетании 
12), для членов уравнений второй строки имеем нечетное нару-
шение порядка 21, так что члены уравнений второй строки с дан-
ным неопределенным коэффициентом будут со знаком «-». 

Эквивалентная данному уравнению система дифференциаль-
ных уравнений будет иметь вид: 

ቐ
ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶܦଵݑ
ଵ

ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵܦଵݑ−
ଶ

�, (П2.2) 

где буквой D обозначена сумма из произведений частных произ-
водных от функции (П2.1) по переменным, индексы которых вхо-
дят в нижний индекс у буквы D: 

ଵܦ = డி
డ௬భ

ଶܦ , = డி
డ௬మ

. 
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Верхний индекс у буквы D означает строку. 
Т.е. система примет следующий вид 

ቐ
ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶݕଵݑ2
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݕଵݑ2−

�  

или 

ቐ
ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶݕଵݑ
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݕଵݑ−

�. 

Пример 2.  
В качестве второго примера используем систему из двух урав-

нений, количество переменных в которой равно 5. 

ቊܣଵ
ଵܧଵ + ଶܣ

ଵܧଶ + ଷܣ
ଵ ଷܧ + ସܣ

ଵܧସ + ହܣ
ଵܧହ = 0

ଵܣ
ଶܧଵ + ଶܣ

ଶܧଶ + ଷܣ
ଶܧଷ + ସܣ

ଶܧସ + ହܣ
ଶܧହ = 0

� (П2.3) 

n = 5, m = 2, ܵ = ܥ
ାଵ = 10. 

Соответствующие неопределенным коэффициентам сочетания 
указаны в табл. П2.1. 

Таблица П2.1  

Сочетания 

un 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
сочетание 123 124 125 134 135 145 234 235 245 345 

 
Коэффициенты, которые соответствуют сочетаниям, содержа-

щим 1, располагаются в первой строке системы уравнений; коэф-
фициенты, которые соответствуют сочетаниям, содержащим 2, 
располагаются во второй строке и т.д., то есть 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵܧ = ଶଷܦଵݑ

ଵ + ଶସܦଶݑ
ଵ + ଶହܦଷݑ

ଵ + ଷସܦସݑ
ଵ + ଷହܦହݑ

ଵ + ସହܦݑ
ଵ

ଶܧ = ଵଷܦଵݑ−
ଶ − ଵସܦଶݑ

ଶ − ଵହܦଷݑ
ଶ + ଷସܦݑ

ଶ + ଷହܦ଼ݑ
ଶ + ସହܦଽݑ

ଶ

ଷܧ = ଵଶܦଵݑ
ଷ − ଵସܦସݑ

ଷ − ଵହܦହݑ
ଷ − ଶସܦݑ

ଷ − ଶହܦ଼ݑ
ଷ + ସହܦଵݑ

ଷ

ସܧ = ଵଶܦଶݑ
ସ + ଵଷܦସݑ

ସ − ଵହܦݑ
ସ + ଶଷܦݑ

ସ − ଶହܦଽݑ
ସ − ଷହܦଵݑ

ସ

ହܧ = ଵଶܦଷݑ
ହ + ଵଷܦହݑ

ହ + ଵସܦݑ
ହ + ଶଷܦ଼ݑ

ହ + ଶସܦଽݑ
ହ + ଷସܦଵݑ

ହ

� , (П2.4) 
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где буквой D обозначена сумма из произведений частных произ-
водных от функции (П2.3) по переменным, индексы которых вхо-
дят в нижний индекс у буквы D: 

ଵଶܦ = డிభ
డ௫భ

డிమ
డ௫మ

− డிభ
డ௫మ

డிమ
డ௫భ

  и т.д. 

Верхний индекс у буквы D означает строку. 
Знаки перед членами уравнений (П2.4) определяются по сле-

дующему закону: рассматривается порядок верхних и нижних 
индексов у буквы D, например, против часовой стрелки, и если 
имеется нечетное число нарушений порядка, то перед этим чле-
ном ставится минус, в других случаях ставится плюс. То есть для 
членов верхней строки имеем порядки: 123, 124, 134 — в них нет 
нарушений, и они идут с плюсом; во второй строке имеем 213 — 
одно нарушение (2 больше 1) — знак минус, 214 — знак минус, 
234 — нарушений нет — знак плюс, и т.д. 

 
Задание 1. 
Рассчитайте количество неопределенных коэффициентов по 

формуле  
ܵ = ܥ

ାଵ, 

где m — количество контрольных соотношений, n — количество 
исходных переменных. 
 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

m 1 1 2 2 3 4 4 5 6 
n 2 3 4 5 7 5 6 7 9 
 
Задание 2.  
Составьте систему уравнений с неопределенными коэффици-

ентами для следующих случаев: 
 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

m 1 1 2 3 1 2 3 4 5 
n 3 4 4 4 5 5 5 5 6 
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Контрольные вопросы: 
1. Является ли система уравнений с неопределенными коэф-

фициентами эквивалентной исходному уравнению (исходной сис-
теме уравнений)? 

2. Каким образом определяются знаки перед членами уравне-
ний с неопределенными коэффициентами? 

3. Каким образом можно использовать неопределенные коэф-
фициенты при моделировании? 

4. По какому правилу распределяются неопределенные коэф-
фициенты в уравнениях системы? 

Лабораторная работа № 3 

Моделирование динамических систем при помощи МИП. 
Контроль по воспроизводимой функции 

Цель: познакомиться с возможностями контроля и коррекции 
по воспроизводимой функции при помощи метода избыточных 
переменных. 

Внимание: перед выполнением лабораторной работы необхо-
димо ознакомиться с теоретическим материалом § 6 данного 
учебного пособия. 

Рассмотрим инструменты библиотеки Simulink, которые мож-
но использовать при выполнения данной лабораторной работы.  

В скобках указан раздел библиотеки Simulink, в котором нахо-
дится данный блок/инструмент. 

1. Constant (Sources) — источник постоянного сигнала. Для 
изменения значения сигнала достаточно двойным щелчком мыши 
по блоку вызвать окно параметров блока и изменить параметр 
Constant value. 

2. Subsystem (Ports & Subsystems) — блок создания подсисте-
мы. Начать работу с данным блоком можно двумя способами: 

 выделив в модели те блоки, которые необходимо сгруппи-
ровать в подсистему, нажать правой клавишей мыши на выбран-
ном фрагменте модели, выбрать команду Create Subsystem в поя-
вившемся меню; входы и выходы подсистемы будут созданы ав-
томатически; 
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 выбрать блок Subsystem (Ports & Subsystems) и перетащить 
его в окно создания модели; в результате получим подсистему 
с одним входом и одним выходом; для того, чтобы добавить 
вход/выход, необходимо перетащить в подсистему блок In 1 
(Sources)/Out 1 (Sinks); необходимое количество портов системы 
появится автоматически. 

3. Fcn (User-Defined Functions) — блок, позволяющий задать 
вычисляемое выражение в стиле языка программирования С. Для 
задания выражения нужно щелкнуть дважды по блоку левой кла-
вишей мыши и вписать выражение в поле Expression. Например, 
так: u(1)*u(2) + u(3)*u(4) – u(5). 

4. Product (Math Operations) — блок, перемножающий входные 
значения. 

5. Sum (Math Operations) — блок, выполняющий суммирова-
ние или вычитание входных сигналов. 

6. Display (Sinks) — блок, отображающий числовое значение 
сигнала на входе. 

7. Mux (Signal Routing) — блок, объединяющий в вектор вход-
ные сигналы. 

Пример: моделирование движения осциллятора. 
Если известна воспроизводимая функция, контроль и коррек-

цию модели удобно производить по ней. В качестве примера рас-
смотрим модель осциллятора с контролем и коррекцией по вос-
производимой функции. 

Воспроизводимая функция в данном случае: 

ଵݕ
ଶ + ଶݕ

ଶ = ܴଶ. (П3.1) 

Введем в качестве сигнала ошибки новую переменную 

ଵݕ
ଶ + ଶݕ

ଶ − ܴଶ =  ଷ. (П3.2)ݕ

После дифференцирования будем иметь 

ଵݕଵ݀ݕ2 + ଶݕଶ݀ݕ2 − ଷݕ݀ = 0. (П3.3) 

Эквивалентная уравнению (П3.3) система дифференциальных 
уравнений будет иметь вид (см. § 2): 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶݕଵ2ݑ − ଶݑ ,
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݕଵ2ݑ− − ,ଷݑ
ௗ௬య
ௗ௧

= ଵݕଶ2ݑ− − .ଶݕଷ2ݑ

� (П3.4) 

Величина ݕଷ подсчитывается в контрольном органе по форму-
ле (П3.2), она известна, и ее можно использовать для коррекции, 
назначив неопределенные коэффициенты ݑଶ и ݑଷ таким образом, 
чтобы ݕଷ → 0. 

Это осуществимо, если положить 

ଶݑ = ଷݑ ,ଵαݕଷ2ݕ =  ଶα. (П3.5)ݕଷ2ݕ

В системе с коррекцией по воспроизводимой функции будут 
решаться уравнения: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଶݕଵ2ݑ −  ,ߙଵݕଷݕ2
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݕଵ2ݑ− −  (П3.6) ߙଶݕଷݕ2

с начальными условиями ݕଵ и ݕଶ, при которых F(ݕଵ, ݕଶ) = 0. 
Последнее уравнение системы (П3.4) прямо не рассматривает-

ся в системе. При подстановке в него (П3.5) видно, что ݕଷ → 0 
при ߙ > 0. С помощью коэффициента ݑଵ задается скорость и на-
правление движения по заданной траектории F(ݕଵ, ݕଶ) = 0. 

Схема модели, реализующей систему с коррекцией, представ-
лена на рис. П3.1. 

 

 

Рис. П3.1. Схема модели осциллятора 

Система 
графического 
отображения 
результатов 

моделирования 

Блок решения  
системы ДУ 

Блок 
коррекции 

Контрольный 
орган 

F(y1, y2) = 0 

y1, y2 

u1 

u2, u3 

y3 
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Модель расширенной системы дифференциальных уравнений 
(П3.6), где в качестве контрольного условия использовано урав-
нение (П3.2), представлена на рис. П3.2. 

 

 

Рис. П3.2. Модель осциллятора в Simulink 

На рис. П3.2: 
1. Подсистема Solver — блок решения системы уравнений 

(П3.6) 
2. Подсистемы Graph и Graph1 — подсистемы графического 

отображения результатов моделирования. 
3. Подсистема Control Block — контрольный орган. 
4. Подсистема Block correct — блок коррекции, вырабаты-

вающий корректирующий сигнал. 
Данные подсистемы приведены на рис. П3.3. 
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а)     б) 

 
в)   г)    д) 

Рис. П3.3. Подсистемы модели осциллятора: 
а) блок решения системы уравнений Solver; б) блок коррекции  

Block correct; в) блок графического вывода Graph; г) контрольный орган 
Control Block; д) блок графического вывода Graph1 

Рассмотрим подробнее создание подсистемы Solver. 
На вход подсистемы подается три сигнала: ݑଵ и два управ-

ляющих сигнала, вычисляемых в подсистеме Block correct — 
 Для вычисления системы дифференциальных .ߙଶݕଷݕи 2 ߙଵݕଷݕ2
уравнений необходимы два интегратора, два блока Sum и два бло-
ка Product. 

Для корректного выполнения работы модели необходимо 
в блоках Integrator установить начальные значения вычисляемых 
величин ݕଵ и ݕଶ (см. Лабораторная работа 1). Они должны удов-
летворять условию (П3.1). При ܴ = 1 это могут быть, например, 
ଵݕ = 1 и ݕଶ = 0. Установим эти значения. Для этого двойным 
щелчком мыши по первому блоку Integrator откроем окно пара-
метров блока и в поле Initial condition установим значение 1. Со-
ответствующим образом изменим начальное значение для ݕଶ. 

Для непосредственного наблюдения за результатами прямо 
во время работы модели создадим подсистему Graph1, на вход 
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которой подадим сигнал ошибки , который будем выводить 
двумя способами: при помощи осциллографа Scope1 (для по-
строения графика зависимости от времени) и при помощи цифро-
вого дисплея Display, выводящего числовое значение сигнала (см. 
Лабораторная работа 1). 

Для того, чтобы рассмотреть решение данной системы уравне-
ний различными численными методами с различным шагом дис-
кретизации, необходимо в пункте меню Simulation выбрать Model 
Configuration Parameters, далее указать тип численного метода 
(с постоянным шагом дискретизации Fixed-step или с перемен-
ным Variable-step) и сам метод. 

На рис. П3.4 приведены графики зависимости  от  для мо-
делей с коррекцией и без. В качестве численного использовался 
метод Эйлера [46] с шагом дискретизации 0,5. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. П3.4. Графики зависимости y2 от y1 (метод Эйлера с шагом 
дискретизации 0.5) без коррекции (а) и с коррекцией (б) 

Задание. Постройте расширенную систему дифференциаль-
ных уравнений и создайте модель при помощи библиотеки Sim-
ulink математического пакета MatLab для приведенных ниже пло-
ских кривых. Контроль и коррекцию осуществляйте по воспроиз-
водимой функции, для этого подберите такой параметр , чтобы 
сигнал ошибки y3 был минимальным. Рассмотрите различные 
численные методы решения и различные шаги дискретизации. 
Приведите графики зависимости y1 от y2, а также y1 и y2 от време-
ни, а также величину ошибки для систем с коррекцией и без. От-
ветьте на контрольные вопросы. 
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Плоские кривые для моделирования: 
1. Декартов лист: 
ଷݔ + ଷݕ − ݕݔ3ܽ = 0; 
2. Офиурида: 
ଶݔ)ݔ + (ଶݕ − ݕܿ)ݕ − (ݔܾ = 0; 
3. Трисектриса Маклорена: 
ଶݔ)ݔ + (ଶݕ − ଶݕ)ܽ − (ଶݔ3 = 0; 
4. Улитка Паскаля: 
ଶݔ) + ଶݕ − ଶ(ݔݎ2 − ݈ଶ(ݔଶ + (ଶݕ = 0; 
5. Кардиоида: 
ଶݔ) + ଶݕ + ଶ(ݔݎ2 − ଶݔ)ଶݎ4 + (ଶݕ = 0; 
6. Кривая Штейнера: 
ଶݔ) + ଶ)ଶݕ + ଶݔ)ݔݎ8 + (ଶݕ + ଶݔ)ଶݎ18 + (ଶݕ − ସݎ27 = 0; 
7. Астроида: 
ଶݔ) + ଶݕ − ܴଶ)ଷ + 27ܴଶݔଶݕଶ = 0; 
8. Лемниската Бута: 
ଶݔ) + ଶ)ଶݕ − ܽଶݔଶ + ܾଶݕଶ = 0; 
9. Овал Кассини: 
ଶݔ) + ଶ)ଶݕ − 2ܿଶ(ݔଶ − (ଶݕ − ܽସ + ܿସ = 0; 
10. Лемниската Бернулли: 
ଶݔ) + ଶ)ଶݕ − 2ܽଶ(ݔଶ − (ଶݕ = 0. 
 
Контрольные вопросы: 
1. Каким образом должны быть назначены неопределенные ко-

эффициенты, чтобы величина сигнала ошибки стремилась к 0? 
2. Для чего можно использовать коэффициент u1 в системе, 

рассмотренной в примере? 
3. Каким образом можно использовать для построения цепей 

коррекции априорной информации о частных производных ис-
ходной системы уравнений (исходного уравнений)? 

4. Каким образом МИП можно использовать для численного 
решения нелинейных уравнений (систем нелинейных уравнений)? 

5. В чем отличие отрицательной обратной связи от положи-
тельной обратной связи? Для достижения каких целей можно их 
использовать? Каким образом необходимо назначить неопреде-
ленные коэффициенты, чтобы организовать каждый из этих видов 
обратной связи? 
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6. Каким образом можно осуществить переход от реального 
времени к машинному и обратно при моделировании? 

7. Какой метод численного интегрирования из использованных 
вами позволяет добиться наибольшей точности без использова-
ния коррекции? С коррекцией?  

8. При каком шаге интегрирования из использованных вами 
была достигнута наибольшая точность при работе модели с кор-
рекцией? 

Лабораторная работа № 4 

Контроль и коррекция модели поверхности второго порядка 

Цель: рассмотреть возможности применения метода избыточ-
ных переменных для контроля и коррекции при моделировании 
поверхностей второго порядка. 

Внимание: перед выполнением лабораторной работы необхо-
димо ознакомиться с теоретическим материалом § 4, 6 данного 
учебного пособия. 

Контроль и коррекцию моделей поверхности второго порядка 
рассмотрим на примере модели сферы. 

Пример 1: модель сферы с одним контрольным условием. 
Воспроизводимая функция в данном случае: 

yଵ
ଶ + yଶ

ଶ + yଷ
ଶ = ܴଶ. (П4.1) 

Введем в качестве сигнала ошибки новую переменную 

yଵ
ଶ + yଶ

ଶ + yଷ
ଶ − ܴଶ = yସ. (П4.2) 

После дифференцирования будем иметь 

ଵݕଵ݀ݕ2 + ଶݕଶ݀ݕ2 + ଷݕଷ݀ݕ2 − ସݕ݀ = 0. (П4.3) 

Эквивалентная уравнению (П4.3) система дифференциальных 
уравнений (см. Лабораторная работа 2) будет иметь вид: 
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⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵݑ
డி
డ௬మ

+ ଶݑ
డி
డ௬య

− ଷݑ ,
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݑ−
డி
డ௬భ

+ ସݑ
డி
డ௬య

− ହݑ .
ௗ௬య
ௗ௧

= ଶݑ−
డி
డ௬భ

− ସݑ
డி
డ௬మ

− ,ݑ
ௗ௬ర
ௗ௧

= ଷݑ−
డி
డ௬భ

− ହݑ
డி
డ௬మ

− ݑ
డி
డ௬య

.

�   (П4.4) 

Величина ݕସ подсчитывается в контрольном органе по форму-
ле (П4.2), она известна и ее можно использовать для коррекции, 
назначив неопределенные коэффициенты ݑଷ, ݑହ и ݑ таким обра-
зом, чтобы ݕସ → 0. 

Это осуществимо, если положить 

ଷݑ = ସݕ
డி
డ௬భ

ହݑ ,ߙ = ସݕ
డி
డ௬మ

ݑ ,ߙ = ସݕ
డி
డ௬య

 (П4.5)  .ߙ

В системе с коррекцией по воспроизводимой функции будут 
решаться уравнения: 

ௗ௬భ
ௗ௧

= ଵݑ
డி
డ௬మ

+ ଶݑ
డி
డ௬య

− ସݕ
డி
డ௬భ

,ߙ
ௗ௬మ
ௗ௧

= ଵݑ−
డி
డ௬భ

+ ସݑ
డி
డ௬య

− ସݕ
డி
డ௬మ

,ߙ
ௗ௬య
ௗ௧

= ଶݑ−
డி
డ௬భ

− ସݑ
డி
డ௬మ

− ସݕ
డி
డ௬య

,ߙ

 (П4.6) 

с начальными условиями ݕଵ, ݕଶ и ݕଷ, при которых  
F(ݕଵ, ݕଶ, ݕଷ) = 0. 

Последнее уравнение системы (П4.4) прямо не рассматривает-
ся. При подстановке в него (П4.5) видно, что ݕସ → 0 при ߙ > 0. 
С помощью коэффициентов ݑଵ, ݑଶ, ݑସ задается скорость и направ-
ление движения по заданной траектории 

F(ݕଵ, ݕଶ, ݕଷ) = 0. 

Схема модели, реализующей систему с коррекцией, представ-
лена на рис. П4.1. 
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Рис. П4.1. Схема модели сферы 

Модель расширенной системы дифференциальных уравнений 
(П4.6), эквивалентной уравнению (П4.1), где в качестве кон-
трольного условия использовано уравнение (П4.2), представлена 
на рис. П4.2. 

 
Рис. П4.2. Модель сферы в Simulink 

На схеме рис. П4.2: 
 Подсистема Solver — блок решения системы уравнений 

(П4.6). 
 Подсистемы Graph и Graph1 — подсистемы графического 

отображения результатов моделирования. 

Система 
графического 
отображения 
результатов 

моделирования 

Блок 
коррекции 

Контрольный 
орган 

F(y1, y2, y3) = 0 

Блок решения  
системы ДУ 

u3, u5, u6 y1, y2, y3 

u1 u2 u4 

y4 
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 Подсистема Control Block — контрольный орган. 
 Подсистема Block correct — блок коррекции, вырабаты-

вающий корректирующий сигнал. 
Данные подсистемы приведены на рис. 3. Необходимые инст-

рументы библиотеки Simulink системы MatLab описаны в Лабо-
раторной работе 1 и Лабораторной работе № 3. 

 

 
а) 

 
б) 
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в) 

 
г) 

 
д) 

Рис. П4.3. Подсистемы модели сферы: а) блок решения  
системы уравнений Solver; б) блок коррекции Block correct;  

в) блок графического вывода Graph; г) контрольный орган Control 
Block; д) блок графического вывода Graph1 
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На рис. П4.4 приведены примеры зависимости  от  для 
систем с коррекцией и без. В качестве численного метода исполь-
зован метод Bogacki-Shampine [42] с шагом дискретизации 0,5. 

 
а) 

 
б) 

Рис. П4.4. Графики зависимости y2 от y1 без коррекции (а)  
и с коррекцией (б) 

Как видно на графиках рис. П4.4, несмотря на значительное 
уменьшение сигнала ошибки, при помощи одного контрольного 
условия не удается полностью контролировать движение точки по 
заданной траектории. Для того чтобы достигнуть желаемого эф-
фекта, необходимо, например, добавить еще одно контрольное 
условие. 

Пример 2: модель сферы с двумя контрольными условиями. 
В качестве второго контрольного условия можно выбрать 

уравнение плоскости 

.DCyByAy 0321   (П4.7) 

Введем в качестве сигнала ошибки новые переменные 

 (П4.8) 

.yDCyByAy 5321   (П4.9) 

В данном случае количество неопределенных коэффициентов 
будет равно 10, и система дифференциальных уравнений будет 
иметь вид (см. Лабораторная работа 2). 
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1 1 1 1 1 1
1 23 2 24 3 25 4 34 5 35 6 45

2 2 2 2 2 2
1 13 2 14 3 15 7 34 8 35 9 45

3 3 3 3 3 3
1 12 4 14 5 15 7 24 8 25 10 45

4 4 4 4 4 4
2 12 4 13 6 15 7 23 9 25 10 35

3

1

2

3

4

5

dy
dt
dt

dy
dy
dt
dy
dt

dy
dt

u Д u Д u Д u Д u Д u Д

u Д u Д u Д u Д u Д u Д

u Д u Д u Д u Д u Д u Д

u Д u Д u Д u Д u Д u Д

u Д

     

      

     

     

 5 5 5 5 5 5
12 5 13 6 14 8 23 9 24 10 34 ,u Д u Д u Д u Д u Д










     

 (П4.10) 

где AyByД 2112 22  , AyCyД 3113 22  , AД 14 , 115 2 yД  , 
ByCyД 3223 22  , BД 24 , 225 2 yД  , cД 34 , 335 2 yД  , 

145 Д . 
 
Положим 01096  uuu , а 4

2 4 12u y Д   , 4
4 4 13u y Д   , 

4
7 4 23u y Д   , 5

3 5 12u y Д   , 5
5 5 13u y Д   , 5

8 5 23u y Д   . 
С помощью коэффициента 1u  задается скорость и направление 

движения по заданной траектории. 
В системе с коррекцией будут решаться уравнения: 

1 4 1 5 1 4 1 5 1
1 23 4 12 24 5 12 25 4 13 34 5 13 35

2 4 2 5 2 4 2 5 2
1 13 4 12 14 5 12 15 4 23 34 5 23 35

3 4 3 5 3 4 3 5 3
1 12 4 13 14 5 13 15 4 23 24 5 23 25

1

2

3

,

,

.

dy
dt
dy
dt
dy
dt

u Д y Д Д y Д Д y Д Д y Д Д

u Д y Д Д y Д Д y Д Д y Д Д

u Д y Д Д y Д Д y Д Д y Д Д

   

   

   

     
     

     

 (П4.11) 

Как видно на графиках рис. П4.5, применение двух контроль-
ных условий позволяет не только значительно снизить величину 
ошибки, но и удерживать точку на заданной траектории. 
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а) 

 
б) 

Рис. П4.5. Графики зависимости y2 от y1 (метод Heun с шагом  
дискретизации 0,05) без коррекции (а) и с коррекцией 

Задание. Постройте расширенную систему дифференциаль-
ных уравнений с двумя контрольными условиями и создайте мо-
дель при помощи библиотеки Simulink математического пакета 
MatLab для приведенных ниже поверхностей. Для осуществления 
коррекции подберите такие параметры   и  , чтобы сигналы 
ошибок y3 и y4 были минимальными. Рассмотрите различные чис-
ленные методы решения и различные шаги дискретизации. При-
ведите графики зависимости y1 от y2, а также y1 и y2 от времени, 
а также величину ошибки для систем с коррекцией и без. Ответь-
те на контрольные вопросы. 

Поверхности второго порядка для моделирования: 
1. Эллипсоид: 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   , где a, b, c — полуоси; 

2. Однополостной гиперболоид: 
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

   , где с — действительная полуось, a и b — 

мнимые полуоси; 
3. Двуполостной гиперболоид: 

2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

    , где с — действительная полуось, a и b — 

мнимые полуоси; 
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4. Конус: 
௫మ

మ + ௬మ

మ − ௭మ

మ = 0, вершина конуса в начале координат, направ-
ляющая кривая — эллипс с полуосями а и b, плоскость которого 
находится на расстоянии с от начала координат; 

5. Эллиптический параболоид: 
௫మ

మ + ௬మ

మ =  ;ݖ
6. Гиперболический параболоид: 
௫మ

మ − ௬మ

మ =  ;ݖ
7. Эллиптический цилиндр: 
௫మ

మ + ௬మ

మ = 1, a и b — полуоси; 
8. Гиперболический цилиндр: 
௫మ

మ − ௬మ

మ = 1; 
9. Параболический цилиндр: 
ଶݕ =  .p — фокальный параметр ,ݔ2
 
Контрольные вопросы: 
1. В чем отличие первичных ошибок от вторичных? 
2. Почему на избыточную систему действует больше помех, 

чем на исходную? 
3. Каким образом должны быть расположены контрольные 

плоскости для определения ошибок? 
4. Каким образом при помощи линейных контрольных условий 

можно осуществить локализацию ошибки?  
5. Какой метод численного интегрирования из использованных 

вами позволяет добиться наибольшей точности без использова-
ния коррекции? С коррекцией?  

6. При каком шаге интегрирования из использованных вами 
была достигнута наибольшая точность при работе модели с кор-
рекцией? 

7. Почему использование одного контрольного условия не по-
зволяет сохранить траекторию точки на поверхности? 

8. Почему использование двух линейных контрольных условий 
лучше позволяет сохранить траекторию точки, по сравнению 
с одним линейным контрольным условием?  
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Лабораторная работа № 5 

Контроль и коррекция модели поверхности второго порядка  
с применением нелинейного контрольного условия 

Цель: рассмотреть возможности использования нелинейного 
условия для контроля и коррекции при моделировании поверхно-
стей второго порядка. 

Внимание: перед выполнением лабораторной работы необхо-
димо ознакомиться с теоретическим материалом § 4, 6 данного 
учебного пособия. 

Создание модели с контролем и коррекцией рассмотрим на 
примере модели сферы. 

Пример: модель сферы с нелинейным контрольным условием. 
Воспроизводимая функция в данном случае: 

yଵ
ଶ + yଶ

ଶ + yଷ
ଶ = ܴଶ. (П5.1) 

Введем в качестве сигнала ошибки новые переменные 
,yRyyy 4

22
3

2
2

2
1   (П5.2) 

.yDCyByAy 53
2
2

2
1   (П5.3) 

В данном случае количество неопределенных коэффициентов 
будет равно 10, и система дифференциальных уравнений будет 
иметь вид (см. Лабораторная работа № 2) 

1 1 1 1 1 1
1 23 2 24 3 25 4 34 5 35 6 45

2 2 2 2 2 2
1 13 2 14 3 15 7 34 8 35 9 45

3 3 3 3 3 3
1 12 4 14 5 15 7 24 8 25 10 45

4 4 4 4 4 4
2 12 4 13 6 15 7 23 9 25 10 35

3

1

2

3

4

5

dy u Д u Д u Д u Д u Д u Дdt
dy u Д u Д u Д u Д u Д u Дdt
dy u Д u Д u Д u Д u Д u Дdt
dy u Д u Д u Д u Д u Д u Дdt
dy u Дdt

     

      

     

     

 5 5 5 5 5 5
12 5 13 6 14 8 23 9 24 10 34 ,u Д u Д u Д u Д u Д













    


 (П5.4) 

где AyyByyД 212112 44  , AyyCyД 31113 42  ,  
AyД 114 2 , 115 2 yД  , ByyCyД 32223 42  , (П5.5) 

224 2ByД  , 225 2 yД  , cД 34 , 335 2 yД  , 145 Д . 
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Положим 01096  uuu , а 4
2 4 12u y Д   , 4

4 4 13u y Д   , 
4

7 4 23u y Д   , 5
3 5 12u y Д   , 5

5 5 13u y Д   , 5
8 5 23u y Д   . 

С помощью коэффициента u1 задается скорость и направление 
движения по заданной траектории. 

В системе с коррекцией будут решаться уравнения: 

1 4 1 5 1 4 1 5 1
1 23 4 12 24 5 12 25 4 13 34 5 13 35

2 4 2 5 2 4 2 5 2
1 13 4 12 14 5 12 15 4 23 34 5 23 35

3 4 3 5 3 4 3 5 3
1 12 4 13 14 5 13 15 4 23 24 5 23 25

1

2

3 ,

dy u Д y Д Д y Д Д y Д Д y Д Дdt
dy u Д y Д Д y Д Д y Д Д y Д Дdt
dy u Д y Д Д y Д Д y Д Д y Д Дdt

   

   

   

     
     

     


 (П5.6) 

с начальными условиями ݕଵ, ݕଶ и ݕଷ, при которых  
F(ݕଵ, ݕଶ, ݕଷ) = 0. 

Два последних уравнения системы (П5.4) прямо не рассматри-
ваются. При подстановке в них (П5.5) видно, что ݕସ → 0 
и ݕହ → 0 при ߙ,  > 0. С помощью коэффициента ݑଵ задается 
скорость и направление движения по заданной траектории 

F(ݕଵ, ݕଶ, ݕଷ) = 0. 

Схема модели, реализующей систему с коррекцией, представ-
лена на рис. П5.1. 

 
Рис. П5.1. Схема модели сферы 

Блок решения 
системы ДУ 

y1, y2, y3 u3, u5, u6

u1 u2 u4 

Система 
графического 
отображения 
результатов 

моделирования 

Контрольный орган 
F(y1, y2, y3) = 0 Блок 

коррекции 
y4 
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Модель расширенной системы дифференциальных уравнений 
представлена на рис. П5.2. 

 

Рис. П5.2. Модель сферы в Simulink 

На схеме рис. П5.2: 
 Подсистема Solver — блок решения системы уравнений 

(П5.6). 
 Подсистемы Graph и Graph1 — подсистемы графического 

отображения результатов моделирования. 
 Подсистема Control Block — контрольный орган. 
 Подсистема Block.  
 
На рис. П5.3 приведены примеры зависимости y2 от y1 для сис-

тем с коррекцией и без. В качестве численного метода использо-
ван метод Bogacki-Shampine с шагом дискретизации 0,1. 
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а) 

 
б) 

Рис. П5.3. Графики зависимости y2 от y1 без коррекции (а)  
и с коррекцией (б) 

Задание. Постройте расширенную систему дифференциаль-
ных уравнений с нелинейным контрольным условием и создайте 
модель при помощи библиотеки Simulink математического пакета 
MatLab для поверхностей, описанных в лабораторной работе № 4. 
Для осуществления коррекции подберите такие параметры  и , 
чтобы сигналы ошибок y3 и y4 были минимальными. Рассмотрите 
различные численные методы решения и различные шаги дискре-
тизации. Приведите графики зависимости y1 от y2, а также y1 и y2 
от времени, а также величину ошибки для систем с коррекцией и 
без. Проанализируйте работу модели.  

 
Контрольные вопросы: 
1. В чем состоят преимущества и недостатки использования 

нелинейного контрольного условия?  
2. Позволяет ли использование нелинейного контрольного ус-

ловия обнаруживать вторичные ошибки? 
3. Чем определяются выявительные свойства нелинейного 

контроля? 
4. Какой метод численного интегрирования из использованных 

вами позволяет добиться наибольшей точности без использова-
ния коррекции? С коррекцией?  

5. При каком шаге интегрирования из использованных вами 
была достигнута наибольшая точность при работе модели с кор-
рекцией? 
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6. Почему использование одного нелинейного контрольного 
условия позволяет достичь лучших результатов по удержанию 
точки на заданной траектории, чем использование линейного кон-
трольного условия? 

Лабораторная работа № 6 

Поворачивающаяся контрольная плоскость 

Цель: рассмотреть возможности коррекции работы модели 
с использованием поворачивающейся контрольной плоскости. 

Внимание: перед выполнением лабораторной работы необхо-
димо ознакомиться с теоретическим материалом § 4 данного 
учебного пособия. 

Пример. 
Прежде чем приступить к выполнению лабораторной работы 

необходимо изучить § 4 и 5. 
Пусть необходимо корректировать работу компьютерной мо-

дели, воспроизводящей уравнение Пфаффа в виде 

ଵݕଵ݀ܨ + ଶݕଶ݀ܨ = 0.  (П6.1) 

Для этого введем избыточность (см. § 2) 

ଵݕ = ∑ ܽݔ ଶݕ , = ∑ ܾݔ , j = 1, 2, 3.  (П6.2) 

Наложим линейное контрольное условие на имеющиеся пере-
менные 

∑ ݉ݔ = 0, ݉ = const, j = 1, 2, 3. (П6.3) 

Дифференциальные формы расширенной системы имеют вид 

∑ ( ܽܨଵ + ܾܨଶ)ଷ
ୀଵ ଶݔ݀ = 0, ∑ ݉݀ݔ = 0ଷ

ୀଵ .  (П6.4) 

Возможности применения коррекции «вперед» на основе ме-
тода избыточных переменных рассмотрим на примере системы, 
предложенной в п. 6 § 5. 

Назначим коэффициентам ܽ, ܾ значения a1 = 1, a2 = 1,1, 
a3 = 0,9, b1 = 0,9, b2 = 1, b3 = 1,1. 
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Расширенная система дифференциальных уравнений будет со-
держать один неопределенный коэффициент и иметь вид (см. § 2, 
Лабораторная работа № 2): 
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, (П6.5) 

а начальные условия х10, х20, х30 определяются из решения урав-
нений (П6.2) и (П6.3) для у1 = у10, у2 = у20. 

Схема модели, реализующей систему (П6.5) для определения 
параметров коррекции «вперед», представлена на рис. П6.1. 

 
Рис. П6.1. Схема модели для подсчета величины Δ 

 
Система 

графического 
отображения 
результатов 

моделирования 

Подсчет величины 
 

x1, x2, x3 

m1 m2 m3 

Блок решения  
системы ДУ 
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Модель расширенной системы дифференциальных уравнений 
представлена на рис. П6.2.  

 
Рис. П6.2. Модель для подсчета величины Δ в Simulink 

На схеме рис. П6.2: 
 Подсистема Solver — блок решения системы уравнений 

(П6.5). 
 Подсистемы Graph и Graph1 — подсистемы графического 

отображения результатов моделирования. 
 Подсистема Control Block — контрольный орган, ведущий 

подсчет величины Δ. 
Для проверки действия коррекции по описываемому здесь ме-

тоду создадим модель, реализующую ту же самую систему, но без 
дополнительного линейного контрольного условия.  

Таким образом, компьютерная модель воспроизводит уравнение 
ଵݔଵ݀ܣ + ଶݔଶ݀ܣ + ଷݔଷ݀ܣ = 0,  

где ܣଵ = ଵݔ1,81 + ଶݔ2 +   ,ଷݔ1,89
ଶܣ = ଵݔ2 + ଶݔ2,21 +   ,ଷݔ2,09
ଷܣ = ଵݔ1,89 + ଶݔ2,09 +  .ଷݔ2,02
Расширенная система для этого уравнения будет иметь три 

произвольных коэффициента, при помощи которых, при необхо-
димости, можно управлять направлением и скоростью движения 
точки по траектории. Расширенная система дифференциальных 
уравнений имеет вид (см. Лабораторная работа № 2) 
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Для каждого рассмотренного метода будем рассчитывать по-
грешность вычислений по формулам 

∆ிб= |ܴଶ − ଵݔ) + ଶݔ1,1 + ଷ)ଶݔ0,9 − ଵݔ0,9) + ଶݔ +  ,|ଷ)ଶݔ1,1
∆ிк= |ܴଶ − ଵݔ)

∗ + ଶݔ1,1
∗ + ଷݔ0,9

∗)ଶ − ଵݔ0,9)
∗ + ଶݔ

∗ + ଷݔ1,1
∗)ଶ| 

для случаев без коррекции и с коррекцией соответственно. 
Далее представим результаты исследований. 
1. В первом эксперименте рассмотрим метод Рунге-Кутты 

с шагом дискретизации, равным 0,0005, интервал моделирования 
୪ݐ = 0,0005, т.е. наименьшему возможному значению, одному ша-
гу дискретизации. 

Зададим матрицу коэффициентов 

ቮ
݉ଵ

ᇱ ݉ଶ
ᇱ ݉ଷ

ᇱ

݉ଵ
ᇱᇱ ݉ଶ

ᇱᇱ ݉ଷ
ᇱᇱ

݉ଵ
ᇱᇱᇱ ݉ଶ

ᇱᇱᇱ ݉ଷ
ᇱᇱᇱ

ቮ = อ
1 1 1

1,001 1 1
1,001 1,001 1

อ 

и коэффициенты ݉ଵ
ᇱᇱᇱᇱ = 1,002, ݉ଶ

ᇱᇱᇱᇱ = 1, ݉ଷ
ᇱᇱᇱᇱ = 1. 

В ходе эксперимента получены значения ∆ଵ= 0.000447183, 
∆ଶ= 0.00044763, ∆ଷ= 0.00046788, подставляя которые 

в (4.42), найдем 
ℎଵ = 0,000447, ℎଶ = 0,02025, ℎଷ = −0,020249817.  
Тогда можно сравнить теоретически рассчитанную 

∆ସТ =  1,002ℎଵ + ℎଶ + ℎଷ = 0,000448077 и практически полу-
ченную ∆ସП= 0,000448078. Т.к. они различаются незначительно, 
можно сделать вывод, что данные значения ℎ, ݆ = 1, 2, 3 можно 
использовать для коррекции модели (П6.6).  

Проведем исследования влияния данной коррекции на работу 
модели. Оказалось, что при увеличении шага дискретизации, т.е. 
при уменьшении затрат на расчет модели, в некоторых случаях 
выгодно применять такую коррекцию. Графики зависимости ∆ிк 
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(с коррекцией) и Fб (без коррекции) от шага дискретизации 
представлены на рис. П6.3. Как видно на графике рис. П6.3, на-
пример, при шаге дискретизации равном 1, погрешность при ра-
боте модели без коррекции значительно выше, чем с коррекцией. 

 

Рис. П6.3. Графики зависимости Fк и Fб от шага дискретизации  
(Рунге-Кутты, 0,005) 

2. Во втором эксперименте были рассмотрены два случая, 
когда интервал работы модели равен одному шагу дискретизации 
(tl = 0,005) двум шагам дискретизации (tl = 0,01). Численный ме-
тод — Рунге-Кутты, шаг дискретизации был выбран равным 
0,005. 

2.1. при tl = 0,005: 
4Т = 4П = 0,004478353, т.е. с большой долей вероятности можно 
говорить о том, что такой метод коррекции возможно применять 
для данного случая. Действительно, на графике рис. П6.4 видно, 
что, применяя данный метод коррекции на отрезке времени длин-
ною в один шаг дискретизации, можно снизить значение погреш-
ности при расчетах с большим шагом дискретизации, чем тот, что 
использовался для определения информации об ошибках. 
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Рис. П6.4. Графики зависимости Fк и Fб от шага дискретизации  
(Рунге-Кутты, шаг дискретизации 0,005, tl = 0,005) 

2.2. при tl = 0,01: 4Т = 0,008951326, 4П = 0,008951327, т.е. раз-
ница незначительна. Результаты моделирования, также показы-
вающие возможность применения коррекции, представлены на 
рис. П6.5. 

 

Рис. П6.5. Графики зависимости Fк и Fб от шага дискретизации  
(Рунге-Кутты, шаг дискретизации 0,005, tl = 0,01) 
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3. Рассмотрим еще один пример. Выберем другой численный 
метод, на этот раз Heun, с шагом дискретизации 0,005.  

3.1. при tl = 0,005: 
4Т = 0,004783527, 4П = 0,00478353, но, не смотря на это, даль-
нейший анализ показывает, что в данном случае метод коррекции 
применить невозможно, на рис. П6.6 представлены графики, под-
тверждающие это. 

 

Рис. П6.6. Графики зависимости Fк и Fб от шага дискретизации  
(Heun, шаг дискретизации 0,005, tl = 0,005) 

3.2. при tl = 0,01:  
4Т = 0,008951325, 4П = 0,008951326. Графики зависимости по-
грешности  (с коррекцией) и  (без коррекции) от шага дис-
кретизации представлены на рис. П6.7. 



 181

 

Рис. П6.7. Графики зависимости  и  от шага дискретизации  
(Heun, шаг дискретизации 0,005, tl = 0,01) 

Таким образом, можно сделать вывод, что использовать метод 
коррекции при помощи поворачивающийся контрольной плоско-
сти можно в том случае, когда величина погрешности с коррекци-
ей удовлетворяет условиям задачи. Для этого необходимо провес-
ти предварительно ряд исследований, которые могут быть выпол-
нены автоматически в режиме реального времени. 

Замечание: при выполнении работы необходимо находить на-
чальные условия х10, х20, х30 при каждой смене коэффициентов mj. 

Задание. В уравнения плоских кривых, перечисленные в ла-
бораторной работе 3, введите избыточность и наложите дополни-
тельное линейное контрольное условие (см. § 4). Параметры aj, bj 
подберите самостоятельно. Постройте расширенную систему 
дифференциальных уравнений и создайте модель при помощи 
библиотеки Simulink математического пакета MatLab. Проведите 
исследования, использовав как минимум два метода численного 
дифференцирования. Приведите результаты работы моделирования 
nТ и ( )j lx t при различных значениях n

jm  — поворотах плоскости 

(см. замечание). Рассчитайте значения hj, 4Т, ( )j lx t . 
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Контрольные вопросы: 
1. Каким образом можно определить, какая доля помех пово-

рачивается вместе с контрольной плоскостью? 
2. Каким образом можно использовать полученную в результа-

те экспериментов с поворачивающейся плоскостью информацию 
о помехах? 

3. Каким образом определяется количество поворотов одной 
контрольной плоскости? двух и т.д. контрольных плоскостей? 

4. Использование какого метода численного дифференцирова-
ния позволило добиться лучших результатов без коррекции, 
с коррекцией? 
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