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ВВЕДЕНИЕ 
 
 
В современных условиях специалисту любого профиля необходимы глубокие математи-

ческие знания для решения многочисленных задач, возникающих в профессиональной дея-
тельности. Особая роль при этом отводится дифференциальным уравнениям, которые позво-
ляют моделировать разнообразные физические, технические, социально-экономические про-
цессы и явления.  

Дифференциальным уравнением называют уравнение, связывающее независимые пере-
менные, неизвестную функцию и производные (или дифференциалы) этой функции. 

Наивысший порядок производной, входящей в дифференциальное уравнение, называют 
порядком дифференциального уравнения. 

Дифференциальные уравнения делят на две группы в зависимости от количества входя-
щих в них независимых переменных. Если переменная одна, то уравнение называют обык-
новенным, если переменных две или больше, то уравнение называют дифференциальным 
уравнением в частных производных. 

Произвольное обыкновенное дифференциальное уравнение порядка n  имеет следующий 
вид: 

0),..., , , ,( )(  nyyyyxF , 
или   

),..., , , ,( )1()(  nn yyyyxfy , 
где ),..., , , ,( )(nyyyyxF   и ),..., , , ,( )1(  nyyyyxf  — заданные функции соответствующих ар-
гументов, удовлетворяющие определенным условиям непрерывности и дифференцируемо-
сти, на которых мы здесь останавливаться не будем. 

Заметим, что функции F и f могут не содержать некоторых аргументов, но для того чтобы 
данное уравнение называлось дифференциальным, необходимо наличие по крайней мере од-
ной производной. 

Дифференциальное уравнение в частных производных имеет вид 
0),..., , , ,,...,,( )(

21 21
 n

xxxn n
ffffxxxF . 

Например, 045 32  yyx  — обыкновенное дифференциальное уравнение первого поряд-
ка, 1032  xy  — обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка, 

022  yx zyzx  — дифференциальное уравнение в частных производных первого порядка. 
В данном учебном пособии рассматриваются обыкновенные дифференциальные уравне-

ния. В каждой главе пособия содержатся необходимые теоретические сведения (основные 
теоремы, определения, формулы, вычислительные схемы и т.д.), подробно разобранные при-
меры и задания для самостоятельного решения. Приведены примеры применения дифферен-
циальных уравнений к решению различных прикладных, в том числе и инженерно-
технических, задач. 

В пособии приведены следующие основные типы обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка: уравнения с разделяющимися переменными; однородные; ли-
нейные; в полных дифференциалах; уравнения Бернулли, Лагранжа и Клеро. Из уравнений 
высших порядков рассмотрены только уравнения, допускающие понижения порядка, и ли-
нейные, в том числе с постоянными коэффициентами. Отдельные главы посвящены методам 
решения систем дифференциальных уравнений и краевым задачам. Кроме этого, в пособии 
рассмотрены некоторые численные методы решения обыкновенных дифференциальных 
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уравнений, приведены примеры решений обыкновенных дифференциальных уравнений в 
универсальных математических системах MathCAD и Maple. 

В учебное пособие включен типовой расчет по теме «Обыкновенные дифференциальные 
уравнения». Он содержит теоретические вопросы, теоретические упражнения, расчетные за-
дания в 30-ти вариантах и образец решения нулевого варианта. Теоретические вопросы и 
теоретические упражнения являются общими для всех студентов, расчетные задания выпол-
няются по вариантам (номер варианта указывает преподаватель).  

Предполагается, что правильность выполнения студентами типового расчета должен кон-
тролировать преподаватель. При этом сначала следует проверять правильность решения тео-
ретических упражнений и задач, а затем провести защиту типовых расчетных заданий. Во 
время защиты студент должен уметь правильно отвечать на теоретические вопросы, пояс-
нять решения  практических задач. 

Данное учебное пособие предназначено для обучения методам решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений студентов физико-математического направления, но может 
быть использовано студентами, аспирантами и преподавателями высших технических и эко-
номических учебных заведений, а также различными специалистами, самостоятельно изу-
чающими дифференциальные уравнения.  

Содержание пособия отвечает требованиям государственных образовательных стандартов 
к математической подготовке студентов физико-математического направления, инженерно-
технических и экономических специальностей. 
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Глава 1.  ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 
 
Обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 

0) , ,( yyxF  (1) 
или 

y = f (x, y), (2) 
если оно разрешимо относительно y . 

Решением дифференциального уравнения (1) или (2) называется дифференцируемая 
функция  

у = у (х),                                                                    (3) 
которая при подстановке в уравнение (1) или (2) обращает его в тождество. При этом кривая, 
определяемая уравнением (3), называется интегральной кривой дифференциального уравне-
ния (1) или (2). 

Процесс нахождения решения дифференциального уравнения называется интегрировани-
ем дифференциального уравнения. 

Решения обыкновенного дифференциального уравнения могут быть общими, частными 
или особыми. 

Общим решением уравнения (1) или (2) называется функция 
у = у (х, С),                                                                (4) 

зависящая от одной произвольной постоянной С и такая, что 
1) при любом значении С эта функция является решением уравнения (1) или (2); 
2) любое частное решение уравнения (1) или (2) может быть получено из общего реше-

ния  у = у (х, С) при некотором фиксированном значении постоянной С = С0. 
Иногда не удается получить решение дифференциального уравнения в явном виде у = у (х) 

или у = у (х, С), а получается оно в неявном виде, т.е. задается одной из формул вида 
Ф(х, у) = 0, Ф(х, у, С) = 0 или (х, у) = С. 

В этом случае соотношение  
Ф(х, у, С) = 0 или (х, у) = С  
называется общим интегралом уравнения (1) или (2), а выражение вида  

Ф(х, у) = 0 
– частным интегралом уравнения (1) или (2). 
Геометрически общее решение (4) представляет собой семейство интегральных кривых 

(рис. 1) на плоскости Оху, зависящее от одной произвольной постоянной С, а частное реше-
ние у = у (х, С0) — одну интегральную кривую этого семейства, проходящую через заданную 
точку М ( )x y0 , 0 . 

Основная задача, связанная с уравнением (1) или (2), называется задачей Коши.  
Задача Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка форму-

лируется следующим образом: найти решение обыкновенного дифференциального уравне-
ния  (1) в виде функции (3), удовлетворяющей начальному условию 

00  = )( yxy .                                                                 (5) 
Геометрически это означает, что требуется найти интегральную кривую,  
 

y = y(x), 
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проходящую через точку ),( 00 yxM  и удовлетворяющую равенству (1). 
 
 

 
 

Рис. 1 
 

Теорема.  Пусть дано дифференциальное уравнение (2), где функция f (x, y) определена в 
некоторой области D плоскости xOy, содержащей точку (x0, y0). Если функция f (x, y) удовле-
творяет условиям: 

 
а) f (x, y) — непрерывная функция двух переменных в области D; 
б) f (x, y) имеет частную производную f y , ограниченную в D, 

то найдется интервал (х0 – h; х0 + h), на котором существует единственное решение y = y(x) 
дифференциального уравнения (2), удовлетворяющее условию (5). 
 

Замечание 1. Теорема дает достаточные условия существования единственного решения 
задачи Коши для уравнения (1) или (2), но эти условия не являются необходимыми. Может 
существовать единственное решение уравнения (1) или (2), удовлетворяющее условию (5), 
хотя в точке (x0, y0) не выполняется условие а, или б, или оба вместе. 

 
Замечание 2. Условие ограниченности производной yf   можно ослабить и заменить так на-

зываемым условием Липшица. 
 
Говорят, что функция f (x, y), определенная в некоторой области D, удовлетворяет в D ус-

ловию Липшица по у, если существует такая постоянная L (постоянная Липшица), что для 
любых у1, у2 и  х  из D справедливо неравенство 

1212 ),(),( yyLyxfyxf  . 
 

Теорема.  Если функция f (x, y) определена, непрерывна и удовлетворяет условию Лип-
шица по у в некоторой области D, определяемой неравенствами 

byyaxx  00       , , (6) 

то задача Коши  y = f (x, y),    y(x0) = y0,  (x0, y0)  D имеет единственное решение в некото-
рой окрестности точки (x0, y0). 
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Особым решением уравнения (1) или (2) называется такое решение, во всех точках кото-
рого условие единственности не выполняется, т.е. в любой окрестности каждой точки (x, y) 
особого решения существуют по крайней мере две интегральные кривые, проходящие через 
эту точку, или не существует ни одной. 

Особое решение уравнения (1) или (2) не содержится в общем решении (4), т.е. не получа-
ется из него ни при  каких частных значениях постоянной С. 

 
1.1. Геометрический способ решения 

 
Пусть дано уравнение (2) и функция у = (x) – его решение. График решения представляет 

собой непрерывную интегральную кривую, через каждую точку которой можно провести ка-
сательную. Из уравнения ),( yxfy   следует, что угловой коэффициент y  к интегральной 
кривой в каждой ее точке (x, y) равен значению в этой точке правой части уравнения f (x, y). 

Таким образом, уравнение ),( yxfy   устанавливает зависимость между координатами 
точки и угловым коэффициентом y  касательной к графику интегральной кривой в этой точ-
ке. Зная x и y, можно указать направление касательной к этой интегральной кривой в точке 
(x, y). 

Если сопоставить каждой точке интегральной кривой направленный отрезок, угловой ко-
эффициент которого равен f (x, y), то получим так называемое поле направлений данного 
уравнения, раскрывающее геометрический смысл дифференциального уравнения первого 
порядка. 

Итак, с геометрической точки зрения уравнение ),( yxfy   определяет на плоскости Oxy 
поле направлений. Решение этого уравнения – интегральная кривая, направление касательной 
к которой в каждой точке совпадает с направлением поля в этой точке. Построив на плоско-
сти поле направлений данного дифференциального уравнения, можно приближенно постро-
ить интегральные кривые. 

Чтобы облегчить построение интегральных кривых, находят линии, во всех точках кото-
рых направления одинаковы. Такие линии называют изоклины («изо» – равный, «клино» – 
наклон).  

 
Пример 1. Построить поле направлений и эскиз интегральных кривых дифференциально-

го уравнения yxy  . 

Решение. Построим поле направлений при помощи компьютерной универсальной 

математической системы Maple (рис. 2). 

 > DEplot(D(y)(x)=y(x)+x,y(x),x=-3..3,[[y(0)=0],[y(0)=2],[y(0)=-3]], 

title=`Поле направлений и интегральные кривые`,colour=magenta, 

linecolor=[black,green,blue]); 

Поле направлений задает направление интегральных кривых, проходящих через точки 

(0;0), (0;2), (0,-3).  
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Рис. 2 
 
 

Пример 2.  Решить графически уравнение xy
2
1

 . 

Решение.  Уравнение семейства изоклин данного уравнения имеет вид kx


2
, или x = 2k, 

где k — параметр.  

Таким образом, изоклинами служат прямые, параллельные оси Oy.  

При k = 0 будем иметь изоклину 0x  (ось Oy), во всех точках которой поле направлений 

будет параллельно оси Ox. 

При k = 1 получаем изоклину 2x , во всех точках которой направление поля образует  

с осью Ox угол 45; полагая k =  1, найдем, что во всех точках изоклины x =  2 направле-

ние поля образует с осью Ox угол   45 и т.д.  

Если задать какую-нибудь точку M0(x0, y0), то можно приближенно построить интеграль-

ную кривую, проходящую через эту точку. По рис. 3 видно, что интегральная кривая напо-

минает параболу. Действительно, общим решением этого уравнения является Cxy  2

4
1 , 

т.е. семейство парабол.  

На рис. 3 построено поле направлений и интегральные кривые при помощи математиче-

ской системы Maple.  
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Рис. 3 

1.2. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
 
Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка вида (2): 

y= f (x, y). 

Учитывая, что y= 
dx
dy , запишем это уравнение в виде  

dx
dy  = f (x, y). 

 
Умножим его на величину dx, получим  dy  = f (x, y) dx, откуда имеем   

f (x, y) dx  dy  = 0. 
Получившееся уравнение можно рассматривать как уравнение вида 

М(x, y) dx + N(x, y) dy  = 0.                                                    (7) 
Пусть каждая из функций М(x,y) и N(x,y) является произведением двух функций, из которых 

одна зависит только от x, а вторая — только от y:  
М(x, y) = М1(x) М2(y),        N(x, y) = N1(x) N2(y), 

тогда уравнение (7) принимает вид 
М1(x) М2(y) dx + N1(x) N2(y) dy  = 0 (8) 

и называется уравнением с разделяющимися переменными. 
Разделим (8)  на величину М2(y) N1(x), получим 

0
)(
)(

)(
)(

2

2

1

1  dy
yM
yNdx

xN
xM  (9) 

или, введя обозначения  )(
)(
)(     ),(

)(
)(

2
2

2
1

1

1 yf
yM
yNxf

xN
xM

 , 

0)()( 21  dyyfdxxf . (10) 
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Уравнения вида (9) или (10) называются уравнениями с разделенными переменными. В них 
множитель перед dx — функция только одной переменной x, а множитель перед dy  — 
функция только одной переменной y.  

Итак, уравнение с разделяющимися переменными (8) сводится к уравнению с разделен-
ными переменными (9) путем деления обеих частей уравнения (8) на произведение 
М2(y)N1(x). Эта операция называется разделением переменных. 

Интегрируем (10), получим решение (интеграл)  уравнения (2): 
Сdyyfdxxf   )()( 21 . 

Таким образом, решение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными 
состоит в выполнении двух действий: 

1)  разделить переменные, т.е. получить уравнение вида (9) или (10); 
2)  проинтегрировать уравнение с разделенными переменными. 
 

Пример 1.  Решить дифференциальное уравнение yxey  3 . 
Решение.  Данное уравнение является обыкновенным дифференциальным уравнением 

первого порядка с разделяющимися переменными. Разделим переменные x и y: 
yx ee

dx
dy

 3 ,         dxedye xy 3 . 

Интегрируем:     dxedye xy 3 ,  откуда  получим  

Cee xy   3

3
1 . 

Таким образом,  .0
3
1 3   Cee yx — общее решение. 

 
Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения (1 + y2)dx – xy dy = 0, 

удовлетворяющее начальному условию у(1) = 0. 

 
Решение. Данное уравнение является обыкновенным дифференциальным уравнением 

первого порядка с разделяющимися переменными.  
1. Найдем сначала общее решение. Для этого разделим переменные x и y:  

(1 + y2) dx = xy dy, 

21
 

y
ydy

x
dx


 . 

Проинтегрируем последнее равенство:  
 21
 

y
ydy

x
dx

, получим 2
1 1ln

2
1lnln yCx  . 

Учитывая свойства логарифмов, общее решение данного уравнения можно записать в виде   
 122  yСx , где   . 2

1СС   
2. Найдем частное решение. Для этого подставим в общее решение начальные условия  
x = 1,  y = 0, получим  С = 1.  
Подставим в общее решение найденные значения постоянной С, получим частное реше-

ние данного уравнения: x2 – y2 = 1. 
На рис. 4 представлены интегральные кривые при С = 1;  2;  3. 
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Рис. 4 

 
Приведем примеры решения различных прикладных задач с помощью дифференциальных 

уравнений с разделяющимися переменными.  
 
Пример 3. Определить форму диска равного сопротивления, если его толщина мала по 

сравнению с диаметром и диск быстро вращается. 
 
Решение. Исходя из условия задачи, можно предположить, что напряжения, создаваемые 

центробежной силой, по толщине диска не меняются и зависят лишь от расстояния r от оси 
диска.  

Обозначим через p и q соответственно напряжения в направлении радиуса и в перпенди-
кулярном к нему направлении, а через y  — толщину диска на расстоянии r от оси (рис. 5). 

 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5 
 
 

   

d
 0 

 p + dp 

 b  c 

 a   d  dr 

 r 
 

 p   p 

 p + dp 

e 
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Выделим на диске бесконечно малый элемент abcd двумя меридиональными плоскостями, 
проходящими через ось под углом и, и двумя цилиндрическими поверхностями радиусов r и 
r + dr. Рассмотрим силы, действующие на этот элемент, и установим условие их равновесия. 
На площадку ad действует напряжение p. Чтобы получить полное усилие, направленное по 
радиусу к центру, умножим p на величину площадки yrdr (считая эту площадку плоской). 
Получим dR1 = pryd и. 

Это усилие направлено по радиусу к центру. Аналогично на площадку bc действует уси-
лие dR2 = (pry + d(pry))dи в противоположном направлении. 

Рассмотрим площадки ab и cd, на которые нормально к ним действует напряжение q. Счи-
таем, что эти площадки — прямоугольники с основанием dr и высотой y. Тогда для величи-
ны усилий, действующих перпендикулярно радиусам Od  и  Oa, получим 

dT = qydr. 
Сложив их по правилу параллелограмма, получим равнодействующую, направленную по 

радиусу eO к центру и равную 
2

sin2 ddT  или dT ∙ dи = qy dr dи. 

Вычислим центробежную силу, действующую на выделенный элемент. Примем этот эле-
мент за параллелепипед с осями ad = r dи, ab = dr,  y. 

Для объема получим выражение dv = ry dr dи. 
Обозначим через w – угловую скорость вращения диска, а g — вес единицы объема. Тогда 

центробежная сила, направленная по радиусу Ое от центра, будет равна 


 ddryr

g
wrdvw

g
rdmwdz   2

2
22  . 

Условие равновесия всех сил будет: dR2 – dR1 – dTdи + dz = 0 
или  

0= )( 2
2

yr
g
wqy

dr
pryd 

 . 

При p = q = у  получим    02
2

 yr
q
wy

dr
ryd


 . 

Поскольку  0
r
y  (по условию y << r), то 

0
2

 ry
q
w

dr
dy


 . 

Разделим переменные и проинтегрируем:   rdr
q
w

y
dy


 2

; 

.ln
2

ln 2
2

Cr
q

wy 





  

Диск равного сопротивления изготовляют в форме . 
2

2

2
r

q
w

Cey 
 

  
 
Задача 4.  Поток научной информации. 
Найти закон, определяющий достигнутый уровень числа публикаций как функцию времени.  
 
Решение. При исследовании роста информационных потоков в науке, т.е. числа научных 

публикаций, исходят из допущения, что скорость роста 
dt
dy  пропорциональна достигнутому 

уровню y  публикаций, т.е. относительная скорость роста 
dt
dy

y
1   остается постоянной. Закон, 
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определяющий достигнутый уровень числа публикаций в зависимости от времени, находится 
из дифференциального уравнения  

K
dt
dy

y


1 ,   K > 0, 

где constK  — коэффициент, характеризующий (в среднем) отклики на публикации в той 
или иной области знания. Решаем полученное дифференциальное уравнение  Kdt

y
dy

 : 

1ln CKty   ,  y = CeKt,   где 1CeC  . 
Начальное условие: при t = 0  у = a, где а – постоянная, характеризующая некоторый на-

чальный уровень развития науки. Тогда   y = a ∙ eKt. 
При резком изменении внешних условий закон не может уже сохраниться. Рост уровня 

ограничивается некоторым его значением, и механизм роста числа публикаций представится 
следующим дифференциальным уравнением:  

)( ybyK
dt
dy

 ,      (K > a,  0 < y < b), 

где b – максимально возможное значение величины у. 
Относительная скорость роста K

dt
dy

y


1 (b  y) становится линейной функцией от пере-

менной y.  
Получили дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными: 

Kdt
yby

dy


 )(
. Так как  

  












 by

y
b

dy
ybybyby

dy ln1111
)(

, 

получим 1ln1 CKt
by

y
b




, откуда  bCKtb
by

y
1ln 


. 

Обозначим C1 b = C2 , тогда 2ln CKtb
by

y



,    2CKtbe

by
y 


, ,KtbCe
by

y



  

где С = ± 2Ce , откуда найдем значение у:     
у =  (y - b)∙C∙eKtb,              y(C∙eKtb- 1) = C∙b∙eKtb, 

1


 Ktb

Ktb

eC
ebCy . 

Постоянная С находится по начальному условию. 
 
Задача  5. Охлаждение тела. 
Пусть в начальный момент тело массой m имеет температуру Т0. Температура окружаю-

щей среды постоянна и равна Тс,  Т0 > Тс. Найти закон охлаждения тела.  
 
Решение.  При решении используется закон Ньютона (для охлаждающего тела): скорость из-

менения температуры тела пропорциональна разности температур тела и окружающей среды. 

Если T  — температура тела в любой момент времени t, 
dt
dT  — скорость изменения темпера-

туры тела, то )( cTTk
dt
dT

  — закон Ньютона. Для охлаждающегося тела: 

),( cTTk
dt
dT

  



 16 

где k  — коэффициент пропорциональности, tk cons . 

Интегрируем уравнение, разделив переменные: kdt
TT

dT

c




,    ,ln СktTT c   

Сkt
c eTT  ,                 kt

c eTT  1С ,      где .1
СeС   

Введем начальное условие. При 00 ,0 TTt       .01 cTTС   
Решение задачи Коши:  

kt
cc eTTTT  )( 0 . 

Коэффициент пропорциональности k  должен быть задан. 
 
Задача  6. Истечение жидкости из сосуда. 
Сосуд наполнен жидкостью до уровня H. Пусть S – площадь поперечного сечения, из-

вестная функция высоты h, т.е. S = S(h). На дне сосуда имеется отверстие площадью w , че-
рез которое жидкость вытекает. Определить время t, за которое уровень жидкости понизится 
от начального положения H до произвольного h, и время T полного опорожнения сосуда, 
считая, что скорость v изменения количества (объема) жидкости в сосуде является известной 
функцией v  = v (h) от уровня жидкости в сосуде (напора). 

 
Решение. Пусть высота жидкости в любой момент времени t равна h.  
Количество жидкости dv, вытекшее из сосуда за промежуток времени dt от момента t  до 

Δt = t + dt, можно подсчитать как объем цилиндра с площадью основания w  и высотой v 
(h)dt. Тогда 

.)( dthwvdv   (11) 
Этот же объем жидкости может быть вычислен другим способом. Вследствие утечки воды 

уровень h жидкости в сосуде понизится на величину dh. Следовательно, 
d v = - S(h)dh,                                                              (12) 

(знак минус, т.к. dh < 0). Из формул (11) и (12) следует  
dhhSdthwv )()(   

— дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными. 
Разделив переменные в этом уравнении, получим 

dh
hv
hSwdt
)(
)(

 , 

откуда   .
)(
)( cdh

hv
hSwt  Или, с учетом начальных условий, 





h

H

dh
hv
hS

w
t

)(
)(1 . (13) 

При полном опорожнении сосуда h = 0, t = T. Тогда время опорожнения   

.
)(
)(1

0

H

dh
h
hS

w
T


 (14) 

Если истечение жидкости происходит через малое отверстие или через короткий патру-
бок, то, согласно закону Торичелли,  

ghv 2  , 
где g — ускорение свободного падения; µ — эмпирический коэффициент (коэффициент рас-
хода). Формулы  (13), (14) могут быть записаны в виде  
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
H

h
dh

h
hS

gw
t )(

2
1


;     

H
dh

h
hS

gw
T

0

)(
2

1
 . 

 
Задача  7. Химическая реакция. 
Если Х – количество вещества С, в которое переходит каждое из двух веществ А и В, то 

при постоянстве температуры и соблюдении некоторых других условий полагают, что ско-
рость реакции dX/dt пропорциональна: 

1) оставшемуся количеству вещества А (в случае перехода вещества А в вещество С), 
т.е. 

)( XaK
dt
dX

 , 

где а — начальное количество вещества А (а ≥ 0);  К — коэффициент пропорциональности, 
К > 0; 

2) произведению реактирующих масс (в случае перехода двух веществ А и В в вещество 
С), т.е.  

))(( XbXaK
dt
dX

 , 

где а и b — начальное количество веществ А и В соответственно (а ≥ 0, b ≥ 0); К — коэффи-
циент пропорциональности, К > 0. 

Найти зависимость Х от времени t в обоих случаях. 
Решение. Составленные дифференциальные уравнения являются уравнениями с разде-

ляющимися переменными. 

Для случая 1):  Kdt
Xa

dX



;  1ln CKtXa  ;  

1ln CKtXa  ;      KtCKt eCXaeXa   2,1 ,     где .1
2

CeC   

Тогда  KteCaX  2 . Постоянную 2C  находим по начальному условию (при t = 0  X = 0):  
2C  = a.  

)1(
 tK

eaX


 . 
Для случая 2):   

CKt
aX
bX

ab






ln1    или     .ln1 CKt

bX
aX

ab





  

;))(( CKtabe
bX
aX 




       
;))(( CKtabe

bX
aX 




     ,)(
1

tabKeC
bX
aX 


    

где  .)(
1

abCeC   

Из начальных условий находим, что  
b
aC 1 , откуда получаем частное решение в виде: 

tabKe
b
a

bX
aX )( 




  
или    

.1
)(

)(

tabK

tabK

aeb
eabX









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Задача  8. Очищение газа. Для очистки газа для некоторой газообразной смеси его про-
пускают через скруббер (сосуд, содержащий тот или иной поглотитель). Количество газооб-
разной примеси, поглощаемое тонким слоем поглотителя при установившемся режиме аппа-
рата, пропорционально концентрации примеси, а также толщине и площади поперечного се-
чения слоя. Скруббер имеет форму конуса с радиусом основания R и высотой H (рис. 6). Газ 
поступает через вершину конуса. 

 
                             2R 
                                                     
                                          r 
                                              

                                                       dh 
                                                                   

H 
h 

                                                                                                         
 
                                                

Рис. 6 
 

Найти зависимость концентрации газообразной примеси в скруббере как функцию рас-
стояния слоя от вершины конуса, если концентрация примеси в поступающем газе равна  
a %, а в выходящем b %. 

Решение. Обозначим концентрацию примеси через q %, расстояние слоя от вершины ко-

нуса через h, изменение концентрации газа через .
dh
dq  

Тогда дифференциальное уравнение процесса имеет вид  

,2rkq
dh
dq   

где k = const – коэффициент пропорциональности; r – радиус сечения тонкого слоя конуса, 

который связан с размерами конуса зависимостью 
H
Rhr  .  

Тогда 

2

22

H
hRkq

dh
dq  . 

Решим это уравнение: 

dh
H

hRkqdq 2

22

 ;            dhh
H
Rk

q
dq 2

2

2

 ; 

12

32

3
||ln C

H
hRkq   ;         2

32

3H
hRk

Ceq


 ; 

1CeC  ;         2

32

3H
hRk

Ceq


 , 
где С найдем по начальному условию: при h = 0 и q = a.  

Получим С = a, следовательно, 
2

32

3H
hRk

aeq


 . 
Остается найти коэффициент k из условия: h = H, q = b. Из последнего уравнения полу-

чим  
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2

32

3H
HRk

eab


 . 
Заметим, что проще найти выражение,  содержащее k: 

a
be

H

H
Rk














 3

3

2

2


;            
3

2

2 3
H

H
Rk

a
be 








. 

Откуда получим      

3

3

2

2 3
3

H

H

H
Rk

a
baeaq 























. 

Окончательно имеем 
3

3
H

a
baq 





 . 

 
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Проинтегрировать уравнения (1—17): 
1. 3yy  . 2. 0 )34( 232  dyyxdxy . 
3.  у' = 5х + у. 4. xyy  3/22 . 
5. 0   cosln  dyytgxdxy . 6. 2 yctgxy . 
7. .)12( tgxyy   8. xx eyye  )2( . 

9. 01 1 22  xyyyx . 10. хyy 16)1( 2  . 

11. 2

2

9
9

x
yy




 . 12. 
y
xy

sin1
2cos1




 . 

13. 0
11 22





 x

ydx
y

xdy . 14. 0
)1()2(





 xy
dy

yx
dx . 

15. 0
1

  
2

1 2




 dy
x
edxytge

x
x ,    у (1) = 

2
 .  

16. 0)1()1( 426  dyxydxyx , у (0) = 1.
 

17. 0 sec  sec 22  dytgxydxytgx ,  .
44

 







y  

18. Найти кривую, проходящую через точку (0, 4), чтобы угловой коэффициент каса-
тельной в любой ее точке равнялся ординате этой точки, увеличенной в три раза. 

 
19. Найти кривую, для которой площадь треугольника, образованного касательной, орди-

натой точки касания и осью абсцисс, есть величина постоянная и равная 4. 
 
20. Скорость обесценивания оборудования вследствие его износа пропорциональна в каж-

дый данный момент времени его фактической стоимости. Начальная стоимость равна А0. 
Найти стоимость оборудования по истечении t лет. 

 
21. Температура вынутого из печи тела в течение 20 мин падает со 1000 до 600 С. Темпера-

тура воздуха равна 200 С. Через сколько времени от момента начала охлаждения температура 
тела понизится до 300 С? 
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22. Задача о приросте населения. Пусть скорость прироста населения прямо пропорцио-
нальна количеству населения. Найти зависимость между численностью населения А и вре-
менем t, если известно, что в некоторый момент, принимаемый за начальный, количество на-
селения равнялось А0, а через год оно увеличилось на а %. 

 
23. Эластичность спроса   = - 1/3 для любых значений p. Найдите функцию спроса. 

Замечание. Эластичность спроса определяется 
dp
dx

x
p
 , где p – цена товара, х = х(р) – 

функция спроса. 
24. В условиях конкурентного рынка найти выражение для объема реализованной продук-

ции y = y (t), если известно, что цена на товар задается функцией p(y) = 2 – y, норма инвести-
ций m = 0,5, коэффициент пропорциональности между величиной инвестиций и скоростью 
выпуска продукции l = 2 и объема реализованной продукции в начальный времени равен 0,5 
у.е.  

Замечание. Объем производства задается уравнением ylypm
dt
dy

 )( . 

1.3. Однородные дифференциальные уравнения 
 
Функция f (x, y) называется однородной порядка k, если выполняется тождество 

f (tx, ty) = ).,( yxft k  
При k = 0 имеем однородную функцию нулевого порядка. 
Пример 1. Функция  f (x, y) = x y – 4x2   является однородной функцией порядка 2, т.к. 

f (tx, ty) = (tx)∙(ty) – 4(tx)2  =  t2(x y – 4x2)  = t2 f (x,y).   

Функция  f (x, y) = 
xy

yx 22 23     является однородной функцией нулевого порядка, т.к. 

f (tx, ty) = 
)()(

)(2)(3 22

tytx
tytx


  = 

xyt
yxt




2

222 )23(  = 
xy

yx 22 23   =  f (x,y). 

Уравнение вида  
0),(),(  dyyxNdxyxM  

называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка, если функции 
М(x, y) и N(x, y) являются однородными функциями одного порядка. 

Однородное дифференциальное уравнение первого порядка всегда можно представить в 
виде 









x
yfy . (15) 

С помощью подстановки  y = иx это уравнение сводится к уравнению с разделяющимися 
переменными.  

Заметим, что при решении однородного уравнения необязательно его приводить к виду 
(15),  можно сразу  сделать  подстановку  

y = иx (или x = иy) 
и получить уравнение с разделяющимися переменными. 

 
Пример 2.  Решить дифференциальное уравнение 

x
y

x
yy sin . 

Решение. Данное уравнение является однородным дифференциальным уравнением пер-
вого порядка. Решим его с помощью подстановки.  
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Пусть y = иx. Дифференцируя это равенство, получим 
dx
duxuuxy  )( .  Подставим эти 

выражения в данное уравнение: 

uu
dx
duxu sin . 

Сократим на величину и, получим уравнение с разделяющимися переменными: 

u
dx
dux sin . 

Разделяя переменные и интегрируя, получим 

  x
dx

u
du

sin
,       Cxutg lnln

2
ln 

,
 

что после потенцирования дает  

 Так как  

x
yu  , то  xC

x
ytg 

2  
и общий интеграл имеет вид   

 xCarctgxy  2 . 
 
 

Пример 3. Задача о форме зеркала рефлектора. 
По какой поверхности вращения надлежит отшлифовать зеркало рефлектора, чтобы все 

лучи, исходящие из помещенного в определенной точке O на оси вращения источника света, 
отражались от зеркала параллельно этой оси? 

Решение. Пусть L – искомое сечение формы зеркала (рис. 7). Ox — ось вращения; тре-
угольник MTO — равнобедренный, так что 

TO = OM.  
 
 
 

                                                                           y 
 
 

                                                                                M         
 
 
                                         

                                                                                                                                                   
                                                                                                                               
                                                                                                                            x 
                                                  T                         O            P 

 
 

 
 

 
 

Рис. 7 
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Отрезок TO равен разности подкасательной 
y
yTP


  и абсциссы OP = x точки M:   
ТО = ТР – ОР; отрезок OM = x2 + y2, откуда условие задачи выражается уравнением 

22 yxx
y
y




,  
или  

 dyyxxydx 22  .  
Полученное уравнение является однородным. Чтобы проинтегрировать его, сделаем под-

становку:   x = ty;    dx = tdy + ydt,  откуда получим: 

dyttyydttdyy )1()( 2 , 
dytydt 21 . 

Разделим переменные и проинтегрируем:  

y
dy

t

dt


 21
;  1

2 ln1lnln Ctty  ;        21 ttCy  , где .1СC   

Так как  ,
y
xt    то 

    













 2

2
1

y
x

y
xCy ,   222 yxxCy  . 

Избавившись от иррациональности, получим 
 







 

2
22 CxCy  – семейство парабол. 

 
Пример 4. Найти ортогональные траектории данного семейства парабол x = ay2, где  

a — параметр. 
Решение. Ортогональными траекториями данного семейства кривых называются такие 

кривые другого семейства, каждая их которых пересекает каждую из кривых первого семей-
ства под прямым углом. 

Пусть уравнение заданного семейства F(x,y,a)=0. Для отыскания ортогональной траекто-
рии необходимо:  

а) составить дифференциальное уравнение заданного семейства ;0),,( yyxf   
б) исходя из условия ортогональности y'1 ∙ y'2 = –1 заменить в этом дифференциальном 

уравнении y' на   
y
1

;  

в) проинтегрировать полученное уравнение .01,, 










y

yxf  Дифференцируя уравнение 

заданного семейства, имеем: 1 = 2ayy'. В результате получим систему: 









.
;21

2ayx
yay

 

Исключая параметр a  ( 2y
xa  ) из уравнений этой системы, получим дифференциальное 

уравнение заданного семейства парабол:  

    
yy

y
x  221 ;    y

y
x  21 ;    или  

Заменим y' на 
y


1

 и получим дифференциальное уравнение семейства ортогональных 

траекторий: 
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y
y

x 



12  или ydy + 2xdx=0. 

Это однородное дифференциальное уравнение первого порядка.  

Решив его, получим    
 
 или   

Таким образом, ортогональными траекториями  заданного семейства парабол являются 
подобные друг другу эллипсы, у которых малая полуось  равна , большая равна  .        

1.4. Уравнения, сводящиеся к однородным 
 
Рассмотрим дифференциальное уравнение вида 













111 cybxa

cbyaxfy , (16) 

где a, b, c, a1, b1, c1 — постоянные,  f — непрерывная функция. 
Если  c = c1=0, то уравнение (16) является однородным и интегрируется, как указано в п. 

1.3. Если хотя бы одно из чисел c или c1 отлично от нуля, то рассмотрим два случая. 

1. Определитель 011
11

 baab
ba
ba

.  

Введем новые переменные u и v по формулам: 








,
;

nvy
mux  

где числа m и n найдем из системы: 








.0
; 0

111 cnbma
cbnam

 

Так как dx = du , dy  =dv , то уравнение (16) можно привести к однородному уравнению 
вида (15) относительно функции v(u): 

.
11

1111111



















































u
vf

u
vba

u
vba

f
vbua

bvauf
cnbmavbua

cbnambvauf
du
dv  

Полученное уравнение интегрируется, как указано в п. 1.3. 

2. Определитель 011
11

 baab
ba
ba

. Тогда 
b
b

a
a 11 , 

и, следовательно, a1x + b1y =  (ax +by). Уравнение (16) примет вид: 













1)( cbyax

cbyaxf
dx
dy


. 

Подстановкой u(x) = ax + by(x) это уравнение можно привести к уравнению с разделяющи-
мися переменными и решить его, как указано в п. 1.2. 

 
Пример.  Решить дифференциальное уравнение:    

(x + y + 1) dx + (2x + 2y  1) dy = 0. 
Решение. Данное уравнение можно привести к виду (16): 

(2x + 2y  1) dy =  (x + y + 1)dx,     
122
)1(





yx
yx

dx
dy . 

Так как Δ = 0 и  = – 2 (случай 2), то данное уравнение можно привести к уравнению с 
разделяющимися переменными. Решим его с помощью подстановки.  
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Пусть  u(x) =  x  y(x),  тогда  du =  dx  dy, уравнение примет вид  
(1  u) dx  + (2u  1)(  dx  du) = 0. 

Преобразуем его: 
(1  u) dx + (2u + 1) dx + (2u + 1) du = 0, 

(2 + u) dx =  (2u + 1) du.  
Таким образом, получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделим пере-

менные: dx =  (2u + 1)/ (2 + u) du.  

Проинтегрируем:    


 du
u

udx
2

12 , откуда получим  

 
 du

u
x )

2
32( ;          


2

32
u

dudux . 

После преобразований получим общее решение данного уравнения:   
  02ln2 3  Cyxyx . 

Задания для самостоятельного  решения 

Проинтегрировать уравнения: 

1. yxyxyxy  )2( 22 . 2. 
x
yyx

x
yyx sinsin  . 

3. 
2

4 







x
y

x
yy . 4. 0)( 22  xydydxyx . 

5. yx
yxyx  sin . 6. )lnln1( xyyyx  . 

7. 22 yxyyx  . 8. 993
2
















x
y

x
yy . 

9. yyxyx  222 . 10. 
y
x

x
yy  . 

11.  y = x(y' - e y/x). 12. 02)3( 22  xydxdyxy . 

13. yxyyx  2 . 14. 
22

2




x
yxy . 

15. 
2

22




yx

yy . 16. .)12()12( dyyxdxyx   

17. 
yx
yxy




 . 18. yyxyx  2224 . 

19. 
xyx

yxyxy
62

52
2

22




 . 20. 
33

43




x

xyy . 

21. 0)1(,0)( 22  ydxyxydyx . 22. 
89
87





yx
yxy . 

23. 0)1(,1)2(  yyxy . 24. 10103 2

2


x
y

x
yy . 

1.5.  Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 
 
Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, линей-

ное относительно неизвестной функции и ее производной. Оно имеет вид 
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)()( xqyxp
dx
dy

 , (17) 

где p(x) и q(x) — заданные непрерывные функции. 
Если q(x) = 0, то уравнение (17) называется линейным однородным. Оно является уравне-

нием с разделяющимися переменными и решается, как указано в п. 1.1. 
Если q(x) ≠ 0, то уравнение (17) называется  линейным неоднородным. Для нахождения 

его решения используют метод Лагранжа (метод вариации произвольной постоянной) или 
метод Бернулли (метод подстановки). 

1.5.1. Метод Лагранжа 

Метод Лагранжа предполагает, что сначала находят общее решение линейного однород-
ного уравнения 

0)(  yxp
dx
dy , (18) 

соответствующего данному неоднородному уравнению (17). Так как оно является уравне-
нием с разделяющимися переменными, то, разделив переменные и проинтегрировав, полу-
чают 

dxxp
y

dy )( ,   

1ln)(ln Cdxxpy   . 
Потенцируя, находят общее решение уравнения (18): 

 


 dxxpeCy )( , (19) 
где С — произвольная постоянная. 

Далее находят общее решение линейного неоднородного уравнения (17) в виде (19), где С 
считают не постоянной, а новой неизвестной функцией от х, т.е. в виде 


 dxxpexCy )(

)( . (20) 
Для нахождения функции С(х) подставляют (20) в исходное уравнение (17): 

       C x e С x p x e p x C x e q xp x dx p x dx p x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) , 


dxxpexqxC )(
)()( . 

Интегрируют, получают: 

1
)(

)()( CdxexqxC dxxp
  , 

где С1 — произвольная постоянная.  
Подставляя найденное выражение для С(х) в (19), получают общее решение линейного 

неоднородного уравнения: 

dxexqeeCxy dxxpdxxpdxxp

 
 )()()(

1 )()( . 

 
Пример 1.  Найти общее решение уравнения 

2

2 xexxyy  . 

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным дифференциальным урав-
нением первого порядка, где р(х) = 2х, q(x) = 

2xex  . Решим его методом вариации произ-
вольной постоянной. 

1) Сначала решим соответствующее однородное уравнение  
y' + 2xy = 0. 



 26 

Разделяя переменные dxx
y

dy  2  и интегрируя, находим  

1
2ln Cxy  ,  

2

1 xeСy   или ,
2xCey   где 1CC  . 

2) Найдем общее решение данного неоднородного уравнения в виде 
2

)( xexCy  .  
Дифференцируя, имеем   

.)(2)(
22 xx exxCexCy    

Подставляя в данное уравнение выражения для у  и y', получим: 

.)(2)(2)(
2222 xxxx xeexxCexxCexC    

Отсюда  

x
dx

xdC


)(
,  или .

2
)(

2
CxxC 

 

Таким образом, общее решение данного неоднородного уравнения:  .
2

22
xeCxy 








  

1.5.2. Метод  Бернулли 

Метод Бернулли предполагает, что общее решение линейного неоднородного уравнения 
(17) ищут в виде 

y = u(x)v(x), (21) 
где u(x) и v(x) — неизвестные функции от x, одна из которых может быть выбрана произ-
вольно. Найдем эти функции. 

Дифференцируем (21):  
)()()()()( xvxuxvxuxy  . 

Подставим в уравнение (17) выражения для  у  и у , получим: 
)()()()()()()()( xqxvxuxpxvxuxvxu  ; 

0))()()(())()()(()(  xqxvxuxuxpxuxv . 

Так как одна из неизвестных функций, например u(x), может быть выбрана произвольно, 
то пусть u(x) — любое частное решение уравнения 0)()()(  xuxpxu . Пусть, например,  

u(x) = e p x dx ( ) . 
Тогда имеем уравнение   dxxpe )( 0)()(  xqxv . Решая его, получаем вторую функцию 

  ),()()(
)( CxvCdxexqxv dxxp

. 
Возвращаясь к переменной у, находим общее решение линейного неоднородного уравне-

ния (17): 

y = u(x)v(x) =  dxxpe )(

  ))((
)( Cdxexq dxxp

. (22) 

 
 
Пример 2. Найти общее решение уравнения 422 xyyx  . 

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным дифференциальным урав-
нением первого порядка. Разделив его на х, получим  

р(х) =  2/х,          q(x) = 32x . 
Решим уравнение методом Бернулли.  
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Пусть y = uv. Дифференцируем это выражение: vuvuy  . Подставим в данное урав-
нение выражения для у  и у : 

322 xuv
x

vuvu  . 

Сгруппируем члены, содержащие  u  в первой степени, получим 32)2( xvuu
x

uv  . 

Полагаем 02
 u

x
u , откуда dx

xu
du 2

 . Интегрируя, находим xu ln2ln   или 2xu  (посто-

янную интегрирования не вводим, так как достаточно найти какое-либо частное решение 
этого вспомогательного уравнения). 

Для нахождения v имеем уравнение 32 2xvx  . Это уравнение с разделяющимися пере-
менными. Разделим его на 2x : xv 2 . Проинтегрируем, получим  Cxv  2 . 

Таким образом, общее решение данного уравнения      
y = u v = )( 22 Cxx  . 

 
Пример 3. Задача о переменном синусоидальном токе. 
Пусть дана электрическая лампа, в которую включен источник периодического перемен-

ного тока. Найти закон изменения тока в зависимости от времени, если напряжение v  изме-
няется по синусоидальному закону. 

 
Решение. Примем за начальный момент времени 0t , при котором .00 v  Тогда можно по-

ложить  tvv  sin0 , где   — частота. 
Уравнение изменения силы тока в электрической цепи с сопротивлением  R и самоиндук-

цией L примет вид 

.sin0 t
L
vI

L
R

dt
dI

   

Это линейное уравнение. Решаем его по общей формуле 








 
 


dtet

L
vCeI

dt
L
Rdt

L
R

sin0 






 
  dtet

L
vCe

dt
L
Rdt

L
R

sin0  






























 t
L
Rdt

L
R

e

L
R

tt
L
Rv

Ce
2

2

0 cossin




. 

Здесь при нахождении интеграла dtet
t

L
R

 sin  мы воспользовались формулой 
 

xaxa e
ba

bxbbxadxbxe
22
cossinsin




 . 

 
Пример 4. Переходной процесс в электрической цепи. 
В цепи с индуктивностью происходит переходный процесс. Индуктивность L и активное 

сопротивление R  постоянны. Напряжение U задано как функция от времени t: U = f(t). На-
чальный ток равен 0i . Найти зависимость тока i от времени t. В частности, рассмотреть слу-
чай, когда .const0 UU  
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Решение. Так как ток i в цепи изменяется со временем, то вследствие наличия индуктив-
ности  L возникает ЭДС самоиндукции 

.
dt
diLeL   

По закону Кирхгофа падение напряжения в цепи iR  равно сумме ЭДС. Таким образом,  

R
dt
diLU  ,     

или    

URi
dt
diL   

– линейное неоднородное дифференциальное уравнение первого порядка. 
По условию )(tfU  , тогда получаем 

)(tfRi
dt
diL  ,    

или   

.)(
L
tfi

L
R

dt
di

  

Частным решением дифференциального уравнения, соответствующим начальному усло-
вию при t = 0 , 0ii  , является функция  









 



dtetf
L

iei
t t

L
Rdt

L
R

0
0 )(1 . 

При   const)( 0 Utf   получим: 
 









 



dtetf
L

Uiei
t

t
L
Rdt

L
R

0

0
0 )( ,   

или  
t

L
R

e
R

Ui
L

Ui
  

0
0

0








  . 

При возрастании t множитель 
dt

L
R

e


убывает, и через некоторое время процесс можно счи-
тать установившимся. 

Ток будет определяться по закону Ома: .0

R
Ui   

Если 00 i , то получим формулу для тока при замыкании цепи: 

.1
  

0










 t
L
R

e
R

Ui   

Из этой формулы видно, что ток i  после включения батареи растет до значения 
R

U 0 ,  

так как ток t
L
R

e
R

U 0 , называемый экстратоком замыкания, очень быстро убывает. 

Если ,00 U  то получим формулу затухающего тока при размыкании цепи  
t

L
R

eii
  

0


 . 

Этот ток называется экстратоком размыкания, с ростом t  он стремится к нулю. 

Постоянная величина 
R
L называется постоянной времени цепи. 
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Пример 5. Найти уравнение кривой, проходящей через точку ),( aaA  и обладающей сле-
дующим свойством: если в любой точке ),( yxM  с ординатой PM провести касательную до 
пересечения с осью Oy  в точке Т, то площадь трапеции OTMP есть величина постоянная, 
равная 2a  (рис. 8). 

 
Решение.  Площадь трапеции найдем по формуле  

OPPMOTS
2


 . (23) 

 
 

 
 
 
 
                                     A(a,a)              M(x;y)    
                                                
                                                           
                                                            
                                                                             
                                                    

Рис. 8 
 
 
Имеем: OP = x; MP = y;  OT = PB = MP – MB = xyy  . 
Тогда зависимость (23) будет (2y - xy')x = 2a2, откуда получаем  

2

222
x
ay

x
y   

– неоднородное линейное дифференциальное уравнение.  
Общее решение находим по формуле 








  Cdxdxxpexqdxxpey )()()( , 

учитывая, что 
2

22)(   ;2)(
x
axq

x
xp  . 

Тогда  



















 
 











 


































Cdx
dx

xe
x
a

dx
xey

2
2

2

2

2

, 

или                                            












 


 Cdx
x

xeaxey 2
2

||ln2
2||ln2 . 

Откуда  























  C
x
axC

x
dxaxy 3

2

2
4

22

3
22 . 

После преобразований окончательно получим  

Т В 

у 

х О Р 
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2
2

3
2 Cx

x
ay  . 

По начальным условиям при x = a  и y = a найдем 

a
C

2
1

 . 

Уравнение искомой кривой имеет вид 
a

x
x
ay

33
2 22

 . 

 
 

Задания для самостоятельного решения 
 

Найти общий интеграл уравнений (1—14): 

1. .
2

cos
sin

2 xtgx
x

yy   

3. .12 x
x
yy   

5. 
x

yy 1
 . 

7. 32)1( 2  xyyx . 

9. )2(2 2  xxey
x

y x . 

11. xeyy x sin . 
13. xyyx sin . 

2. xx
xx

yy ln
ln

 . 

4. .yeey xx   

6. xeyy  2 . 

8. xeyyx  ))(1( . 

10. xxtgyy cos . 

12. 1 xyyx . 
14. xxeyxyx  3)1( . 

Решить задачу Коши (15—23): 

15.  x2 + xy' = y,        у(1) = 0.                               16. 
x

tgxyy 3cos
1

 ,   у (0) = 0. 

17.  y' + y cos x = cos x,   у (0) = 1. 
18. Найти уравнение кривой, проходящей через начало координат, зная, что середина ее 

нормали от любой точки кривой до оси OX, находится на параболе 2axy  . 
19. Конденсатор, емкость которого равна Q, включается в цепь с напряжением E и сопро-

тивлением R . Определить заряд q конденсатора в момент t после включения. 
20. Найти уравнение кривой, у которой отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, 

равен полусумме координат точки касания. 
21. Найти уравнение кривой, обладающей тем свойством, что отрезок, который касатель-

ная в любой точке кривой отсекает на оси Оу, равен квадрату абсциссы точки касания. 
22. Показать, что линейное уравнение остается линейным при любой замене независимой 

переменной х =  (t), где  (t) — дифференцируемая функция. 
23. Показать, что линейное уравнение остается линейным при любом линейном преобра-

зовании искомой функции у = (х)z + (х), где (х), (х) — дифференцируемые функции, 
причем (х)  0 в рассматриваемом интервале. 
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1.6. Уравнение  Бернулли 
Дифференциальное уравнение первого порядка вида 

y' = p(x) ∙ y + q(x) ∙ ym, (24) 
где m  0, m  1, p(x) и q(x) — заданные непрерывные функции, называется уравнением Бер-
нулли. 

Заметим, что при m = 0 уравнение (24) является линейным и решается, как указано в 
п. 1.4. При m = 1 (24) — уравнение с разделяющимися переменными и решается, как указано  
в п. 1.1. 

Уравнение Бернулли (24) обычно решают с помощью подстановки z = y1- m (тем самым 
сводя его к линейному) или y = uv (т.е. методом Бернулли). 

Пример. Найти общее решение уравнения  
11

2







x
y

x
yy . 

Решение. Данное уравнение является уравнением Бернулли, где р(х) = 1/(х  1) = q(x),  
m = 2. Решим это уравнение разными способами. 

1-й способ. Решим уравнение методом Бернулли. Пусть  y = uv. 
Дифференцируем это выражение: 

vuvuy  . 
Подставим в данное уравнение выражения для у  и у': 

1
)(

1

2







x
uv

x
uvvuvu . 

Сгруппируем члены, содержащие  u  в первой степени, получим 

1
)()

1
(

2







x
vuvu

x
uuv . 

Полагаем  0
1





x
uu , откуда 

1


x
dx

u
du .  

Интегрируя, находим 1lnln  xu , или 1 xu  (постоянную интегрирования не вводим, 
так как достаточно найти какое-либо частное решение этого уравнения).  

Для нахождения v имеем уравнение 
1

)1()1(
22




x
vxvx , откуда .2vv   Это уравнение с 

разделяющимися переменными. Разделив переменные и проинтегрировав, получим 

.
)(

1
Cx

v


  

Таким образом, общее решение данного уравнения 

.1
Cx
xuvy




  

2-й способ. Решим уравнение с помощью подстановки myz  1 . Так как m = 2, то 1 yz , 
1 zy , zzy  2 , подставляя в исходное уравнение выражения для у и dy, получим урав-

нение с разделяющимися переменными:  

 
11

212









x
z

x
z

dx
dzz .  

Разделим переменные:  

dxzz
x

dzz )(
1

1 212  


 ,   
121

2











x
dxdz

zz
z , 

11 


 x
dx

z
dz

.
 

Проинтегрируем, получим   1ln1ln 1  xCz , откуда 
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1
1 1





x

Cz . 

Возвращаясь к переменной у, находим общее решение данного уравнения 
1

11 1





x
C

y
, 

или после преобразований   
Cx
xy





1 , где

   
.11  CC   

Задания для самостоятельного  решения 

Проинтегрировать уравнения (1—30): 
1. 3322 yxxyy  . 2. xyyyx ln2 . 
3. 0cos2  xytgxyy . 4. .34)1( 2  xyyx  

5. .
cos

22
2 x
y

x
yy   6. 0cos2  xyyy . 

7. 237 yeyy x . 8. 2
1

xyyy  . 

9. .2 yxyy   10. yyxyx 42 2  . 

11. .sin)cos2(cos ydyyxydx   12. 223 yx
x
y

dx
dy

 . 

13. 
22

1
4

1
2

x

y
x

xyy





 . 14. 2ln2 y
x
x

x
yy  . 

15. yx
x

xyy 


 21
. 16. 2)3(2 xyxyyx  . 

17. xy
x
yy 2 . 18. 

x
y

x
yy







2
1

2
2 . 

19. )1(
1

3 32
3

2




 xy
x

yxy . 20. yeyy
x
2 . 

21. yxeyyx x 234  . 22. y
x
yy 22


.
 

23. .0)( 22  dyyxxydx  24. .0sin2 22  xytgxyy  
25. .coscos2 1 xyxyy   26. xyyyx ln2 2 . 
27. 2)(2 xyyyx  . 28. .)1(44 2422 yexyxy x  
29. )2(ln2  xyyyx . 30. .22 33 yxxyy   

Найти решение задачи Коши (31—36):    
31. .1)0(   ),1(44 3423  yxeyyxy x  32. .1)0(, 223

2222   yeyxxyy x  

33. .
2
2)1(   ,)1220(32 32  yyxyyx  34. .1)0(    ,sin

3
2 4  yxytgxyy  

35. .2)0(   ,)cos128(cos32
2




 y
y

exxyy
x

 36. .
3
4)1(    ,2 4  yxy

x
y  



 33 

1.7. Уравнения в полных дифференциалах 
 
Дифференциальное уравнение вида  

М(x, y)dx  + N(x, y)dy = 0 
называется уравнением в полных дифференциалах, если функции М(x, y) и N(x, y) удовлет-
воряют условию 

x
N

y
M

 
 

 
 







 . (25) 

Из определения следует, что левая часть такого уравнения является полным дифферен-
циалом некоторой функции F(x, y), а само уравнение имеет вид 

d F(x, y) = 0. 
Интегрируя его, видим, что решением уравнения в полных дифференциалах является 

функция F(x, y) = С. 
Таким образом, решить уравнение в полных дифференциалах – значит найти функцию 

F(x, y), дифференциал которой  
d F(x, y) = М(x, y)dx  + N(x, y)dy. (26) 

Найдем функцию F(x, y). Пусть для уравнения (7) выполняется условие (25), следователь-
но, и условие (26). Тогда  

),(
 
 yxM
x
F



 ,   ),(

 
 yxN
y
F



 . (27) 

Интегрируем любое из уравнений (27), например, первое (по х):  

dxyxMdx
x
F

   ),(
 
 


 ,  откуда    F(x, y) = )( ),( yCdxyxM  . 

Дифференцируем получившееся уравнение по у и приравняем его к правой части второго 
уравнения (27): 


y
F
 
 


  )() ),((

 
yCdxyxM

y


  = N(x, y). 

Отсюда    

) ),((
 

),()( dxyxM
y

yxNyC 

 . 

Интегрируя это уравнение по у, найдем С(у), а затем и общее решение уравнения в пол-
ных дифференциалах: 

F(x, y) = )( ),( yCdxyxM  , 
где С(у) — уже известная функция. 

Пусть для уравнения (7) условие (27) не выполняется. В некоторых случаях такое 
уравнение можно привести к уравнению в полных дифференциалах умножением на так 
называемый интегрирующий множитель. В общем случае он является функцией от х  и  у: 

. 
Если у данного уравнения существует интегрирующий множитель, зависящий только 

от х, то его находим по формуле 
dx

N
NM xy

e


 , 

где выражение 
N

NM xy 

 
должно являться функцией только от х.  

Аналогично множитель, зависящий только от у, находится по формуле 
dy

M
NM xy

e 



 , 

где выражение 
M

NM xy  должно являться функцией только от у. 
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Пример 1.  Решить дифференциальное уравнение 
(y + ex sin y)dx + (x + ex cos y)dy = 0. 

 
Решение. Данное уравнение является уравнением в полных дифференциалах, т.к.  

М(x, y) = y + ex sin y,    N(x, y) = x + ex cos y, 

x
N

y
M

 
 

 
 







  = 1 + ex cos y. 

Рассмотрим уравнение 

),(
 
 yxM
x
F



  = y + ex sin y. 

Интегрируем его по х: 
F(x, y) = )(sin)()sin( yCyeyxyCdxyey xx  . 

Дифференцируем получившееся уравнение по у и приравняем его к  функции N(x, y): 


y
F
 
 


  )(cos yCyex x   = N(x, y); 

)(cos yCyex x   = x + ex cos y. 
Отсюда  С'(у)  = 0, С(у) = С1. Общее решение уравнения в полных дифференциалах:  

F(x, y) = 21sin CCyeyx x  ,  
или  

,sin Ceyyx x   
где  С = С2 – С1 . 

 
Пример 2.  Решить дифференциальное уравнение    

0 ln   dxxdyxdxy . 

Решение. Приведем уравнение к виду (7):  
0  )ln(  dyxdxxy . 

Данное уравнение не является уравнением в полных дифференциалах, т.к.  
М(x, y) = y + ln x,    N(x, y) = – х, 

1
 
 


y

M

 ,   1

 
 


x
N


 . Видим, что условие (27) нарушено.  

Найдем интегрирующий множитель, для этого проверим, от каких переменных зависят 

выражения   
N

NM xy   и 
M

NM xy  . 

Выражение 
N

NM xy   = 
x
2

  зависит только от х, следовательно, интегрирующий 

множитель также зависит только от х:  )(x .  
Найдем )(x . Для этого решим уравнение 

N
NM

dx
d xy 

)(ln   =  
x
2

 , 

которое является уравнением с разделяющимися переменными. Разделим переменные, про-

интегрируем: dx
x

d  
2)(ln  , получим 2lnln

x
C

 , 

откуда интегрирующий множитель  )(x  = 2x
C , где С – произвольная постоянная. 

Пусть С = 1. Умножим данное уравнение на интегрирующий множитель  )(x = 2
1
x

:  
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0  ln
22 

 dy
x
xdx

x
xy ,   0 1 ln

2 
 dy

x
dx

x
xy . 

Получили уравнение в полных дифференциалах, т.к.  

М(x, y) =  ln
2x

xy  ,    N(x, y) = 
x
1

 ,   
x
N

y
M

 
 

 
 







  = 2
1
x

. 

Рассмотрим уравнение ),(
 
 yxM
x
F



  =  ln

2x
xy  . Интегрируя его по х:  

F(x, y) = C(y)+dx
x

xy    ln
2

 , 

получим 

F(x, y) = )()1(ln21ln yCxx
x
x

x
y




 . 

Дифференцируем получившееся уравнение по у и приравняем его к  функции N(x, y): 


y
F
 
 


  )(1 yC

x
  = N(x, y),    )(1 yC

x
  = 

x
1

 . 

Отсюда  C'(y) = 0, С(у) = С1. Общее решение данного уравнения:    

F(x, y) = 21)1(ln21ln СCxx
x
x

x
y




 . 

Его можно записать в виде   

C)1(ln21ln



 xx

x
x

x
y , 

где 12 CСС  , или, умножив на х и приведя к явному виду: 
y = Cx + ln x – 1 + 2x2 (ln x – 1). 

 
 

 
Рис. 9 

На рис. 9 представлены интегральные кривые при С = 8; 5; 3; 1; 3; 5; 10. Жирной ли-
нией выделена кривая, удовлетворяющая начальному условию y (1) = 2 (для нее С = 1). 
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Пример 3. Проинтегрировать уравнение, интегрирующий множитель которых имеет вид  
)(x  или )(y : 

(x2 + y2 + 2x)dx + 2ydy = 0. 
Решение. 

M(x, y) = (x2 + y2 + 2x), N(x, y) = 2y. 

y
y

M 2

 ,    0




x
N . 

Данное уравнение не является уравнением в полных дифференциалах, т.к. условие (27) 

нарушено. Найдем µ. Для этого проверим, от каких переменных зависят 
N

NM xy   и  

M
NM xy  .  

N
NM xy  = 1

2
2


y
y . 

Выражение 
N

NM xy   = 1. Будем считать, что оно зависит от x. Найдем µ(x). Так как 




dx
N

NM xy

ex)( , то xdx eex )( . После умножения на xe  уравнение примет вид 
02)2( 22  dyyedxexyx xx . 

Получили уравнение в полных дифференциалах: 
xye

x
N

y
M 2






 . 

Решим уравнение: xexyx
x
F )2( 22 

 . 

Проинтегрируем по x:  

  )()2(),( 22 yCdxexyxyxF x )(22 22 yCeyexeex xxxx  . 
При интегрировании по переменной x применили формулу интегрирования по частям. 

Дифференцируем полученное уравнение по y: 

)(2 yCye
y
F x 

 ; 

приравняем ),( yxN
y
F



 :   2yex + C'(y) = 2yex. 

Откуда 0)(  yC  или CyC )( . Общее решение уравнения:  
F(x, y) = x2ex - 2xex + 2ex + y2ex + C, 

или 
x2ex - 2xex + 2ex + y2ex = C. 

 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

Проинтегрировать уравнения (1—15): 

1. 0)cos()sin(  dyyxxedxyye yx . 2. 01)2( 







 dye

y
xdxex y

x
y
x

. 

3. 0)(    eyeyyex xxx . 4. .0)2sin
2

(2cos2
2

3
1

2  dyyxyydxx  

5. 0)2(   dy y-xedxe yy . 6.
22 yx

ydxxdyydyxdx



 . 
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7. .0
cos

ln2
2

2 


















 dyetgx

y
xdx

x
yyx y  8. 0)cos()sin3( 32  dy  y-xdxxyx . 

9. 0))(cos()sin(   dydxyxxdxyx . 10. 02)73( 322  ydy xdxyx . 
11. dye-xedxye e xyxy )2()3(  . 12. 0)1()2(  dy xedxyex xyxy . 
13. .0)( 22  dyyyxdxxy   14. 0)2sin  2(cos2 22  dy yx-yydxx . 

15. 0) 1() 1( 2222  ydy yx-dxyxx .  

Найти интегрирующий множитель и общее решение уравнения (16—22):  
16. 0)( 22  xydydxyx . 
17. .0)1(  xdydxxyy  
18. .02)2( 22  ydydxxyx  
19. 0)3(2 22  dxyxxydy ; 

20. .0)ln( 3  dyxydx
x
y  

21 .0)( 2  xdydxyx  

1.8.  Уравнения Лагранжа и Клеро 
Уравнением Лагранжа называется дифференциальное уравнение первого порядка, линей-

ное относительно x  и y , коэффициентами которого служат функции от y :  
P(y')x + Q(y')y + R(y') = 0 

Уравнение Лагранжа интегрируем следующим образом. Разрешим его относительно y  и 
примем за параметр y' полагая y' = p: 

y = xf(p) + φ(p). 
Здесь введены обозначения: 

f(y') = – P(y')/Q(y'),  φ (y')= – R(y')/Q(y'). 
Дифференцируя полученное уравнение и заменяя в левой части dy  на ,pdx приходим  

к уравнению 
.)()()( dppdppfxdxpfpdx    

Полученное уравнение — линейное относительно x  (как функции от p ) и поэтому может 
быть проинтегрировано.  

Если его решение есть ),,( CpFx  то общее решение исходного уравнения Лагранжа за-
пишется в виде 








)()(),()()(
);,(

ppfCpFppxfy
CpFx

 .
 

Уравнением Клеро называется уравнение первой степени (т.е. линейное) относительно 
функции и аргумента вида  

)( yyxy   , 
которое является частным случаем уравнения Лагранжа. С учетом замены py  , уравнение 
принимает вид )( pxpy  .  

  ;)(  ;)(
dx
dpp

dx
dpxpp

dx
dpp

dx
dpxpy     .0)( 

dx
dppx   

Последнее  уравнение имеет два возможных решения: 0
dx
dp  или   .0)(  px   

В первом случае . ),(  , constCCCxyCp    Видно, что общее решение представляет 
собой семейство прямых линий.  
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Во втором случае  0)(  px   решение в параметрической форме выражается системой 

уравнений: 







).(
,0)(

pxpy
px



 Исключив параметр p , получаем второе уравнение .0),( yxF  

Это решение не содержит произвольной постоянной и не получено из общего решения, сле-
довательно, не является частным решением. Это решение будет являться особым интегра-
лом. 

Иными словами, общим решением уравнения Клеро служит семейство касательных к 
особому решению. 

Уравнение Лагранжа также может иметь особые решения, причем особыми решениями 
этого уравнения (если они существуют) являются общие касательные ко всем интегральным 
кривым, определяемым общим решением. 

 
Пример 1. Проинтегрировать уравнение yeyxy  . 

Решение. Это  уравнение Клеро. Пусть py  , тогда pepxy  . Продифференцируем 
его: dpexdppdxdy p ; но pdxdy  , поэтому 0 dpexdp p , или 0)(  dpex p . 

Таким образом, либо 0dp , либо pex  . Если положить 0dp , то Cp  . Подставляя это 
значение р в равенство pepxy  ,  получаем общее решение данного уравнения: 

CeCxy  . 
Если положить pex  , то )1(  peepey ppp . Получим особое решение данного урав-

нения: 











.)1(

;
p

p

epy
ex

 

Или, исключая параметр p (p = ln x), находим особое решение в явном виде: )1(ln  xxy . 
 
Пример 2. Решить уравнение 22 yyxy  . 
Решение. Это уравнение Лагранжа. Положим y' = p, тогда y = xp2 + p2 = p2(x + 1). Про-

дифференцируем последнее равенство: 
dy = p2dx + 2pxdр + 2pdp. 

Заменяя pdxdy  , получим уравнение  
pdppxdpdxppdx 222  . 

Сокращая на p, получаем уравнение с разделяющимися переменными:  
dpxdxp )1(2)1(  , 

или 

p
dp

x
dx




 1
2

1
. 

Интегрируя, получим .)1/(1  ,ln1ln21ln 2
11 pCxCpx   

.
)1( 2

2
1

p
pCy


  

Сокращение на p могло привести к потере особого решения. Полагая p = 0, находим y = С. 
Это особое решение. 

Итак, 
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- общее решение; 

y = С – особое решение. 
В общем решении параметр p можно исключить и тогда оно приводится к виду  

  .1
2

Cxy   

Задания для самостоятельного  решения 

Проинтегрировать уравнения: 

1. .yeyxy   2. .1
2yy

yx





  

3. .3 3yyxy   4. .2yyyxy   

5. .1
y

yxy


  6. .22 yyxy   

7. .1 yy
x

xy 





   8. .1 2yyxy   

9. .ln yyxy   10. .
2

1
2y

yxy


  

11. ).(33 yyxy   12. .2yyxy   
13. .2yyyxy   14. yyxy  sin  
15. .ln yyyx   16. ).1(2  xyy  
17. .22 yxyyy   18.  .4yyxy   
19. 2)1( yyxy   20. ).ln( yyxy   
21. .yyyxy   22. .3 2yyxy   

23. .11

















yy
yx  24. .02  xeyyy  

25. yyxy   26. ).(2)2( 2xyxyy   

27. .)1( 2yxyy   28. .
2
1 yyxy   

29. ).4(2 2  yxyy  30. .2 2yyxy   
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Глава 2.  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 
 
Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид 

0)..., , , , , ,( )(  nyyyyyxF  
или, если оно разрешено относительно старшей производной, 

y (n) = f (x,  y, y , yy   , , ... , y (n-1)). (1) 
Решением дифференциального уравнения (1), как и уравнения первого порядка, называет-

ся дифференцируемая функция у = у (х), которая при подстановке в уравнение (1) обращает 
его в тождество.  

Решения дифференциальных уравнений высших порядков могут быть общими, частными 
или особыми. 

Общее решение уравнения (1) зависит от переменной х и n произвольных постоянных, т.е. 
имеет вид:  

у = у (х, С1, С2, ..., Сn).  
Решение, которое получается из общего решения при некоторых фиксированных значени-

ях постоянных С1, С2, ..., Сn, называется частным решением уравнения (1).  
Для того, чтобы получить частное решение из общего, обычно задают начальные условия: 

00  = )( yxy ,   00  = )( yxy  ,  00  = )( yxy  ,  ...,  )1(
00

)1(  = )(  nn yxy . 
При этом отыскание частного решения уравнения (1), удовлетворяющего заданным на-

чальным условиям, называется решением задачи Коши для этого уравнения. 
Теорема существования и единственности решения задачи Коши для уравнения (1) анало-

гична соответствующей теореме, рассмотренной ранее (п. 1.1) для случая n = 1. 
Особым решением уравнения (1) называется такое решение, во всех точках которого ус-

ловие единственности не выполняется. 
Из всего многообразия дифференциальных уравнений высших порядков в данном разделе 

рассмотрим только основные простейшие виды, а именно — уравнения, допускающие пони-
жения порядка, и подробнее остановимся на линейных уравнениях второго порядка.  

2.1.  Дифференциальные уравнения,  
допускающие понижение порядка  

Рассмотрим простейшие виды дифференциальных уравнений, допускающих понижение 
порядка. 

2.1.1. Уравнения вида y (n) = f (x). 

Общее решение дифференциального уравнения такого вида получают n-кратным интег-
рированием самого уравнения: 

y (n) = f (x); 

 
111

)1( )()( CxfCdxxfy n ; 

  
212211

)2( )()( CxCxfCdxCxfy n ; 
……………………………............... 

nn
nn

n CxCx
n

Cx
n

Cxfy 





 


1
2211  ... 

)!2()!1(
)( , 

где n

n

n dxxfxf )(...)(
  . 
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Так как  ... ,
)!2(

 ,
)!1(

21

 n
C

n
C  являются постоянными величинами, то общее решение можно 

записать в виде 
nn

nn
n CxCxCxCxfy  


1

2
2

1
1  ... )( . 

Пример 1. Найти частное решение уравнения xy IV 2cos , удовлетворяющее начальным 
условиям:  у(0) = 1/32, 0)0( y , 0)0(   ,8/1)0(  yy . 

Решение. 1) Найдём общее решение последовательным интегрированием данного урав-
нения: 

  1
2 )2sin

2
1(

2
1)2cos1(

2
1cos Cxxdxxdxxdxyy IV ; 

  21

2

1 )22cos
4
1

2
(

2
1)22sin

2
1(

2
1 CxCxxdxСxxdxyy ;

 







 dxCxCxxdxyy 21

2

222cos
4
1

22
1

32
2

1

3

22sin
8
1

62
1 CxCxCxx









 ; 

43
2

2
31

4

3
2cos

16
1

242
1 CxCxCxCxxdxyy 








  . 

2) Для нахождения частного решения необходимо определить константы С1, С2, С3, С4. 
Подставим начальные условия в полученные нами уравнения: 

1
2

1
16

1
32

0
1
2

1
4

1
8

0

4

3

2

1

  



   
















С

С

С
С

;

;

;

.

 

Видим, что  С1 = 0, С2 = 1/4, С3 = 0, С4 = 0. Следовательно, искомое частное решение имеет 
вид 

)2cos
4
1

6
(

8
1)

4
12cos

16
1

24
(

2
1 2

4
2

4

xxxxxxy  . 

2.1.2. Уравнения, не содержащие искомой функции  
и производных этой функции до порядка k – 1 включительно 

 
Уравнения, не содержащие искомой функции и производных до порядка k  1 включи-

тельно, можно записать в виде  
0),...,,,( )()1()(  nkk yyyxF . (2) 

Порядок такого уравнения можно понизить на k единиц заменой )()( xzy k  , т.е. взяв за 
новую неизвестную функцию низшую из производных. Тогда уравнение (2) примет вид  

0),...,,,( )(  knzzzxF . 
Из последнего уравнения можно определить функцию 

z = f (x, С1, С2, ..., Сn -k ), 
а затем найти  у из уравнения y(k) =  f (x, С1, С2,..,Сn -k )   k-кратным интегрированием. 

 
Пример 2. Найти частное решение уравнения      

)1(
1





 xx
x

yy , 

удовлетворяющее начальным условиям  у(2) = 1, 1)2( y . 
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Решение. Данное уравнение является дифференциальным уравнением второго порядка, 
не содержащим искомой функции. 

1. Найдём общее решение данного уравнения. Полагая zy  , преобразуем уравнение  
к виду 

)1(
1




 xx
x

zz . (3) 

Это неоднородное линейное уравнение первого порядка. Решим его методом Лагранжа. 
Сначала найдём общее решение соответствующего однородного линейного уравнения 

первого порядка: 

0
1





x
zz . 

Для этого разделим переменные и проинтегрируем: 

1


x
z

dx
dz    

1


x
dx

z
dz     


1x

dx
z

dz    0ln1lnln Cxz   

  1 xCz , где 0CC  . 
Затем найдём общее решение неоднородного линейного уравнения (3). Пусть  

  )(1 xCxz  .  (4) 
Дифференцируя это равенство, получим   )(1)( xCxxCz  . Подстановка z и z  в 

уравнение (3) даёт  

  )1(
1

)1()()(1)( 



 xx

x
xxСxCxxC          (x –1)∙C'(x) = x(x – 1)         C'(x) = x   

  1

2

2
)( CxxC  . 

Подставим последнее равенство в (4), получим общее решение неоднородного линейного 
уравнения (3): 

  







 1

2

2
1 Cxxz . 

Так как zy  , получим 

  11

23

1

2

222
1 CxCxxCxxy 








 .  

Это уравнение с разделяющимися переменными. Интегрируя его, получим общее решение  
исходного уравнения: 

21

2
1

34

268
CxCxCxxy  . 

2. Для нахождения частного решения необходимо определить константы С1, С2. Подста-
вим начальные условия  у(2) = 1, 1)2( y  в полученные нами уравнения: 











.2241

;2
2
2

6
2

8
21

11

21

2
1

34

CC

CCC
 

Решив систему, получим С1 = –3; С2 = 1/3. Следовательно, искомое частное решение имеет 
вид 

3
13

2
3

68

234

 xxxxy . 
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2.1.3. Уравнения, не содержащие независимой переменной 

Дифференциальные уравнения, не содержащие независимой переменной х, можно 
записать в виде  

F у у y y n( , , ,... , )( )   0 .  (5) 
Порядок такого уравнения можно понизить на единицу заменой y' = z. При этом z 

рассматривается как новая неизвестная функция от у: z = z(у). Все производные 
 у y y n, ,..., ( )  выражаются через производные от новой неизвестной функции z(у):  

zyz
dx
dyy  )( ; 

dy
dzz

dx
dy

dy
dz

dx
dzy  ; 

2

2

2
2




















dy
dzz

dy
zdz

dy
dzz

dx
dy  и  т.д. 

Подставив эти выражения вместо  у y y n, ,..., ( )  в уравнение (5), получим дифферен-
циальное уравнение (n – 1)-го порядка. 

 
Пример 3. Найти общее решение уравнения      02 2  yyy . 
Решение. Данное уравнение является дифференциальным уравнением третьего по-

рядка, не содержащим независимой  переменной х.  
Пусть zy     zzy      22 zzzzy  . Подставив эти выражения вместо 
  у y у, ,  в исходное уравнение, получим уравнение второго порядка, не содержащее 

независимой  переменной у: 
   0)(2 2222  zzzzzzz      0)(2 22  zzzz    0)( 2  zzz . 

Ещё раз понизим на единицу порядок уравнения. Для этого введём замену z' = p    
  ppz  . Получим уравнение первого порядка с разделяющимися переменными:  

02  pppz . 

Отсюда р = 0 или ppz  . Интегрируем второе уравнение p
dz
dpz  :  

z
dz

p
dp     

  Czp  lnln    р = z C1.  
Так как p = z', то получим опять дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными: z  z C1. Разделив переменные и проинтегрировав, получим yCeCz 1
2 .  

Вводим ещё раз обратную подстановку z = y'. Получим снова дифференциальное 
уравнение с разделяющимися переменными:  

yCeCy 1
2 .  

Интегрируя его, найдём общее решение исходного уравнения: 
32

1 CxCe yC  . 
Случай р = 0 даёт z' = 0, откуда z = C   y' = C   y = Cx + C4 — частное решение, 

которое можно получить из общего при соответствующих значениях коэффициентов 
С1, С2, С3. 

 
Пример 4. Найти плоские кривые, у которых радиус кривизны пропорционален 

длине нормали. 
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Решение. Пусть у = у(х) — уравнение искомой кривой, тогда радиус кривизны 

y
yR




2/32 )1( , а длина нормали MN кривой (рис. 10) равна: .1 2yyMN   

Так как по условию MNkR  , где k —  коэффициент пропорциональности, то получим 
следующее дифференциальное уравнение: 

ky
y
y 

 21 . (6) 

Это дифференциальное уравнение второго порядка, не содержащее независимой перемен-
ной х. 

 
y 

                                                                 
                                                                                             M(x;y)    
  
                                                           
                                                                             
 
   
                                                                  O                                  N       x 
                             

Рис. 10 
 

Запишем уравнение (6) в виде 
yk

y
y
yy







 2
1
2

2
. Интегрируя, найдём  

   1
2 lnln21ln Cy

k
y  ,         или         1

2

1











k

C
y

dx
dy . 

Разделяя переменные и интегрируя ещё раз, получим общее решение исходного уравне-
ния (6): 














1

2

1

2

k

C
y

dyCx . 

Заметим, что при  k = – 1 искомыми кривыми будут являться окружности произвольных 
радиусов с центрами на оси Ох: 

 x C у С  2
2 2

1
2 . 

При k = 2 искомыми кривыми будут являться параболы, оси которых параллельны оси Оу: 
 x C С у С  2

2
1 14 ( ) . 

 
Задания для самостоятельного решения 

 
Найти общее решение указанных дифференциальных уравнений (1—60): 
1. 16  xy . 2. xxy sin2 . 
3. xxy IV 23  .  4. xexy  .  

y = y (x) 

 

      
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5. 2xyyx  .  6. yyxx  ln . 
7. 2)1( 2  yyx .  8. 92 2  yyyx . 
9. yyyy  2)1( .  10. yyyyy ln22  . 

11. 21 yy  .  12. .12 2yy   

13. .
x

yy


  14. 0 yyx . 

15. 02  yyy .  16. yyxyx 22 . 
17. xtgxyy 2sin . 18. .02  yyy  
19. yeуy  . 20. 02 2  yxy . 
21. 22ytgyy   22. yxxy  ln . 

23. 13 yy . 24. 01  y
x

y . 

25. 22yyyy  . 26. 0)1( 2  yxyx . 

27. 02 2  yyy . 28. .1
xx

yy 


  

29. yyy  )1(2 2 . 30. 0)1(  yyx . 

31. yy  2 . 32. 2xyyx  . 

33. yy  1 . 34. .2
y
x

x
yy





  

35. .)2( yyy   36. 





 


 1ln

x
y

x
yy .   

37. 02  yy . 38. )1(
1





 xx
x

yy .  

39. 02)32( 2  yyy . 40. 2xyyx  . 
41. .2 2yyy   42. 2xyyx  . 
43. yyyy  ln2 . 44. yyx  . 

45. 012 2  yyy .  46. 1 ytgxy . 

47. yyy  )1()(2 2 . 48. 0 xyyx . 
49. .0 yyx  50. .2yyy   
51. 02)( 2  yyy . 52. yyx  . 

53. 02)32( 2  yyy . 54. 3)( xyyxy  . 
55. 012 2  yyy . 56. 0)1(  yey x . 
57. yxxy  2)1( 2 . 58. yyyyy ln22  . 

     59. yxxy  ln . 60. .1 2 yy   
Найти частное решение дифференциальных уравнений, удовлетворяющих указанным на-
чальным условиям (61—64): 

61. xexy  ,     у(0) = 0,   0)0( y . 

62.
y
x

x
yy





2 ,     у(1) = 
2
2)1(    ,

5
2 y . 

63. yyy  ln ,       у(0) = 0,  у'(0) = 1. 
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64. 0)1(  yyx ,     у(2) = 2,  1)2(   ,1)2(  yy . 
65. Найти кривую, у которой радиус кривизны равен кубу нормали. Искомая кривая 

должна проходить через точку с координатами (0; 1) и иметь в этой точке касательную, со-
ставляющую с осью Ох:  а) угол 45є;  б) угол 60є. 

66. Найти кривую, у которой  проекция радиуса кривизны на ось Оу постоянна и равна 2,  
а ось Ох касается искомой кривой в начале координат. 

67. Определить форму равновесия нерастяжимой нити, на которую действует нагрузка 
так, что на каждую единицу горизонтальной проекции нагрузка одинакова (цепи цепных 
мостов). 

68. Найти кривую, у которой радиус кривизны равен постоянной величине. 
69. Найти кривую, проходящую через начало координат и такую, что площадь треуголь-

ника, образованного касательной к кривой в некоторой точке, ординатой этой точки и осью 
Ох, пропорциональна площади криволинейной трапеции, образованной кривой, осью Ох и 
ординатой этой точки. 

 
 

2.2.  Линейные дифференциальные уравнения высших порядков 
 
Линейным дифференциальным уравнением n-го порядка называется уравнение вида 

)( )()( ...  )( 1
)1(

1
)( xfyxayxayxay nn

nn  
 , (7) 

где функции а1(х), а2(х), ..., аn(х), f (x) заданы и непрерывны в некотором промежутке (а, b).  
Если в уравнении (7)  f(x)  0, то оно называется линейным неоднородным, или уравнением 

с правой частью.  
Если в уравнении (7)  f (x) = 0, то оно принимает вид 

0 )()( ...  )( 1
)1(

1
)(  

 yxayxayxay nn
nn  (8) 

и называется линейным однородным, или уравнением без правой части.  
Однородное уравнение с той же левой частью, что и данное неоднородное, называется со-

ответствующим ему. 
Одним из замечательных свойств линейных уравнений является то, что общее решение 

таких уравнений можно найти по их известным частным решениям.  
Общее решение линейного однородного уравнения находят исходя из следующей теоремы. 
 
Теорема.  Если у1, у2, ..., уn  — линейно независимые частные решения уравнения (8), то 

у = С1 у1 + С2 у2 + ... + Сn уn , (9) 
где С1, С2, ... , Сn — произвольные постоянные, является общим решением уравнения (8). 

Решение задачи Коши для уравнения (8) находят следующим образом: 
1)  находят постоянные С1, С2, ... , Сn по заданным начальным условиям; 
2)  подставляют найденные значения С1, С2, ... , Сn в формулу (9) общего решения. 
Напомним, что функции у1(х), у2(х), ..., уn(х)  называются линейно зависимыми в промежут-

ке (а, b), если существуют такие постоянные 1, 2, ..., n , не равные нулю одновременно, 
что 

1 у1 + 2 у2 + ... + n уn  = 0. 
В противном случае данные функции называются линейно независимыми. 
Для случая двух функций условие линейной зависимости принимает вид     

1 у1 + 2 у2 = 0,   или   C
y
y


2

1 , 

где С — постоянная величина.  
 

Примеры. 1) у1 = хх 2 ,   у2 = 3х(х + 1) — линейно зависимые функции;  2) у1 = 2 хх 2 ,    
у2 = 2 - 1 — линейно независимые функции;  3) у1 = 3 cos 2x,   у2 = 4 cos 2х — линейно зави-
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симые функции; 4) у1 = хе
х

2

2 1 ,   у2 = хе
хх

2

2 1   — линейно независимые функции. 

Совокупность линейно независимых частных решений уравнения (8)  у1, у2, ..., уn   называ-
ется фундаментальной системой решений. 

Для того, чтобы система частных решений уравнения (8)  у1, у2, ..., уn была фундаменталь-
ной, т.е. линейно независимой в промежутке (а, b), необходимо и достаточно, чтобы  х  (а, b)  
определитель Вронского (вронскиан) не был равен нулю: 

0

 ... 
. . . . 

     ...      
     ...      

)(

)1()1(
2

)1(
1

2      1

2      1






 n
n

nn

n

n

yyy

yyy
yyy

xW . 

Общее решение линейного неоднородного уравнения (7) имеет вид 
*

0 ууу  , (10) 
где  у0 – общее решение соответствующего линейного однородного уравнения (8);  
       у* – частное решение данного линейного неоднородного уравнения (7). 

Если известна  фундаментальная  система решений у1, у2, ..., уn однородного уравнения (8), 
то общее решение соответствующего неоднородного уравнения (7) можно найти также ме-
тодом вариации произвольных постоянных, который рассмотрим в п. 2.5. 

2.3. Линейные однородные уравнения 
высших порядков с постоянными коэффициентами 

 
Линейным однородным уравнением с постоянными коэффициентами  называется уравне-

ние вида 
0  ... 1

)2(
2

)1(
1

)(  
 yayayayay nn

nnn ,  (11) 
где  а1 , а2 , ..., аn  — некоторые действительные числа. 

Это частный случай уравнения (8), когда выполняется условие:   
аi (х) = аi = const   (i = 1, 2, ..., n). 

Для нахождения частных решений уравнения (11) составляют характеристическое урав-
нение 

0 ... + 1
2

2
1

1  


nn
nnn akakakak , (12) 

которое получается из уравнения (11) заменой в нём производных искомой функции у соот-
ветствующими степенями k, а саму функцию у заменяют единицей. Так как уравнение (12) 
является уравнением n-й степени относительно неизвестного k, то оно имеет n корней дейст-
вительных или комплексных, среди которых могут быть и равные.  

Общее решение уравнения (11) имеет вид (9) и строится в зависимости от характера кор-
ней уравнения (12) по следующему правилу: 

1) каждому действительному простому корню k в общем решении (9) соответствует сла-
гаемое вида С  еkx;  

2) каждому действительному корню кратности m в общем решении (9) соответствует 
слагаемое вида (С1 + C2 x + C3 x 2 + ... + Cm x m - 1 )  еkx;  

3) каждой паре комплексных сопряжённых простых корней  k1,2 = б ± вi  в общем решении 
(9) соответствует слагаемое вида еx (С1 cos x + C2 sin x); 

4) каждой паре комплексных сопряжённых корней  k1,2 = i кратности m в общем ре-
шении (9) соответствует слагаемое вида  

еx((С1 + C2 x +  ... + Cmx m – 1)cos x + (С1 + C2 x + ... + Cm x m – 1)sin x). 
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Пример 1. Найти общее решение уравнения 023  уyy .  
Решение. Данное уравнение является линейным однородным уравнением третьего поряд-

ка с постоянными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение  
023 23  kkk . 

Его корни k1 = 0,  k2 = 1,  k3 = 2 — простые действительные числа (случай 1). Следовательно, 
е0x = 1, е1x = еx, х ∙ еx — частные линейно независимые решения, а общее решение данного 
уравнения имеет вид 

у = С1 + C2 еx  + C3 е2х. 
 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 02  уyy .  
Решение. Данное уравнение является линейным однородным уравнением третьего поряд-

ка с постоянными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение  
02 23  kkk . 

Его корни: k1 = 0 — простой действительный корень (случай 1), k2,3 = 1 — действительный 
корень кратности 2 (случай 2). Следовательно, е0x = 1, е1x = еx, x  еx — частные линейно не-
зависимые решения, а общее решение данного уравнения имеет вид 

у = С1 + C2 еx  + C3 хе2х. 
 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 045  уyy IV .  
Решение. Данное уравнение является линейным однородным уравнением четвёртого по-

рядка с постоянными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение 
045 24  kk . 

Его корни:  k1,2  =   i,  k3,4 =  2i — две пары комплексных сопряжённых простых корней 
(случай 3;  = 0,  = 1 для первой пары корней и  = 2 для второй пары корней). Следова-
тельно, е0x  cos x = cos x, е0x  sin x = sin x,  е0x  cos 2x = cos 2x,  е0x  sin 2x = sin 2x — частные 
линейно независимые решения, а общее решение данного уравнения имеет вид 

у = С1 cos x + C2 sin x + С3 cos 2x + C4 sin 2x. 
 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 0323210  уyyy IVVI .  
Решение. Данное уравнение является линейным однородным уравнением шестого поряд-

ка с постоянными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение 
0323210 246  kkk . 

Для нахождения корней преобразуем характеристическое уравнение к виду 
0)2()4( 222  kk . Откуда имеем: k1,2 =  2i — комплексные сопряжённые корни кратности 2 

(случай 4;  = 0,  = 2);  k3,4 =  2 i — пара комплексных сопряжённых простых корней 
(случай 3;  = 0,  = 2 ). Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид 

у = (С1 + C2 x) cos 2x + (С3 + C4 x) sin 2x + С5 cos 2 x + C6 sin 2 x. 
Выделим особо частный случай линейных однородных уравнений n- го порядка с посто-

янными коэффициентами (11) при n = 2, т.к. решение различных практических задач часто 
сводится к решению уравнений именно второго порядка.  

Линейным однородным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами 
называется уравнение вида 

0 qyуpy ,  (13) 
где p, q — некоторые действительные числа. 

Для практического использования указанный алгоритм оформим в виде таблицы 1. 
 
На основании теории, рассмотренной в п. 2.3, получим следующий алгоритм решения 

линейных однородных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. 
1. Записать дифференциальное уравнение в виде (13). 
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2. Составить его характеристическое уравнение 
02  qpkk . 

3. Вычислить дискриминант D = p2 – 4q. 
а) Если D > 0, то уравнение имеет два разных действительных корня k1 ,  k2, а общее реше-

ние записывается в виде 
у = С1 xke 1  + C2  xke 2 . 

б) Если D = 0, то уравнение имеет два одинаковых корня  k1 = k2 = k, а общее решение за-
писывается в виде 

у = С1  еkx + C2  х еkx. 
в) Если D < 0, то уравнение имеет  пару  комплексных  сопряжённых корней  k1,2 =   i, 

а общее решение записывается в виде 
еx  (С1 cos x + C2 sin x).  

Для практического использования указанный алгоритм представим в табл. 1. 
 

Таблица 1. Решение линейного однородного уравнения 
2-го порядка с постоянными коэффициентами 

Дифференциальное  
уравнение 

0 qyуpy  

Характеристическое урав-
нение 02  qpkk  

Дискриминант D > 0 D = 0 D < 0 
Корни характеристического 
уравнения k1   k2   R  k1 = k2 = k R k1,2 =  ± i C 

Общее решение С1 ek x1 + C2 e k x2  С1 еkx + C2х еkx еx(С1 cos x + C2 sin x) 
 

Пример 5. Найти общее решение уравнения  0102  yyy .  
Решение. Данное уравнение является линейным однородным уравнением второго поряд-

ка с постоянными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение  
01022  kk . 

Его корни (D < 0)  k1,2 = 1  3i — комплексные сопряжённые числа (случай 3;  = 1,  = 3), 
следовательно,  еx cos 3x,  еx sin 3x — частные линейно независимые решения, а общее реше-
ние данного уравнения имеет вид 

у = еx(С1 cos 3x + C2 sin 3x). 
 

Пример 6. Найти частное решение уравнения  03  yy , удовлетворяющее начальным 
условиям:   у (0) = 1, 2)0( у . 

Решение. Данное уравнение является линейным однородным уравнением второго поряд-
ка с постоянными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение 

032  kk . 
Его корни (D > 0)  k1 = 0,  k2 = – 3 — простые действительные числа (случай 1). Следова-

тельно, общее решение данного уравнения имеет вид 
у = С1 + C2 е–3х. 

Дифференцируем это решение: у' = – 3 C2 е-3х. Подставляя начальные условия в общее реше-
ние и его производную, получим систему уравнений относительно С1 и C2: 








,23
;1

2

21

С
СС

 

откуда С1 = 5/3, C2 = – 2/3. Значит решение, удовлетворяющее заданным начальным услови-
ям, имеет вид 
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3
25 3 xey


 .  

Пример 7. Распространение тепла в стержне. 
Длинный тонкий стержень, сделанный из металла с теплопроводностью , находится в со-

стоянии теплового равновесия, т.е. температура точек стержня не изменяется во времени. 
Потеря тепла через поверхность стержня в окружающую среду, температура которой 0 = 
const, пропорциональна разности температур с постоянным коэффициентом теплопередачи 
. Считая температуру  во всех точках поперечного сечения стержня постоянной, найти её 
зависимость  = (х) от координаты, отсчитываемой от какого-либо, например левого, конца 
(рис. 11). 

 
Решение. Пусть длина стержня равна l, периметр поперечного сечения Р, площадь попе-

речного сечения Q. Выделим элемент стержня длиной dx, находящийся на расстоянии х от 
левого конца (рис. 11). 

 

Рис. 11 
 

Примем его температуру равной . За время  через левую границу этого элемента 

пройдёт количество тепла 







 

xdx
dQ , а через правую на расстоянии х + х от конца 














хxdx

dQ . 

Таким образом, выделенный участок приобретает за время  количество тепла, равное 
разности 









 




xdx
dQ  - 













хxdx

dQ  =  
 xхx dx

dQ
dx
dQ  =  










 xхx dx
d

dx
dQ    

   2

2

dx
dx
dQ . 

Потеря тепла этого элемента через поверхность в окружающую среду равна 
   )(  0dxт , и если процесс стационарный, то эта величина равна найденной нами: 

  2

2

dx
dx
dQ  =    )(  0dxт  0)( 02

2

 



Q
т

dx
d . 

Так как 0 = const, положив  – 0 = u, получим  

02
2

2

 uа
dx
d  ,      где const

Q
Pa




. 

Таким образом, получили линейное однородное дифференциальное уравнение второго 
порядка с постоянными коэффициентами. Его общее решение имеет вид 

u = С1 еaх
 + C2 е-aх ,  или 

 = 0  + С1 еaх
 + C2 е-aх, 

где С1 и С2 находят по дополнительным (краевым) условиям. 

О 

      х  dх 
 

   х 
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Пусть, например, на обоих концах стержня поддерживается постоянная температура 1 и 
2 (2 < 1). Тогда краевые условия имеют вид: (0) = 1;  (l) = 2. Подставляя их в общее 
решение, находим 








 .

;

2102

2101
аlаl еСеС

СС



 

Решая полученную систему, находим С1 и С2, а затем соответствующее частное решение, 
удовлетворяющее заданным краевым условиям. 

Задания для самостоятельного решения 

Проинтегрировать уравнения (1—21): 
1. .042  yyy  2. .096  yyy  .  
3. 0186  yyy . 4. 0823  yyy . 
5. 0136  yyy . 6. 02  yyy . 
7. 025  yy . 8.  044  yyy . 
9. 065  yyy . 10. 02510  yyy . 
11. 0102  yyy . 12. 099  yy . 
13. 09  yy . 14. 0183  yyy . 
15. 0152  yyy . 16. 03  уyy IV . 
17. 0 yy IV . 18. 03  yy . 

19. 022  yyyy IV . 20. y у y у уIV        2 2 2 0 . 

21. у y у у уV IV      4 5 6 4 0 .  

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям 
(22—39): 

22. .067  yyy   y(0) = 0, у'(0) = 0, у''(0) = 30. 
23. ,0 yy  y(0) = 0, у'(0) = 0, у''(0) = – 1. 
24. ,04  yy  y(0) = 0, у'(0) = 2, у''(0) = 4. 
25. ,0 yy  y(0) = 0, у'(0) = 1, у''(0) = 1. 
26. ,01213  yyy  y(0) = 0, у'(0) = 1, у''(0) = 133. 
27. ,0 yyyy  y(0) = 0, у'(0) = 0, у''(0) = 1. 
28. ,023  yyy  y(0) = 0, у'(0) = 0, у''(0) = 2. 
29. .0 yyy  y(0) = 0, у'(0) = 0, у''(0) = 2. 
30. ,044  yyyy  y(0) = – 1, у'(0) = 0, у''(0) = - 6. 
31. ,0 yy  y(0) = 0, у'(0) = 2, у''(0) = 4. 
32. ,0485  yyyy  y(0) = 1, у'(0) = - 1, у''(0) = 0. 
33. .033  yyyy  y(0) = – 1, у'(0) = 0, у''(0) = 1. 
34. ,01892  yyyy  y(0) = – 2,5, у'(0) = 0, у''(0) = 0. 
35. ,09  yy  y(0) = 0, у'(0) = 9, у''(0) = - 18. 
36. ,033  yyyy  y(0) = 0, у'(0) = 0, у''(0) = 4. 
37. ,02  yyy  y(0) = 0,   у'(0) = 2,  у''(0) = - 3. 
38. ,0624  yyy  y(0) = - 3,   2)0( y   
39. ,04  yy  y(р/4) = 1,  2)4/(  y   
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2.4.  Линейные неоднородные уравнения высших порядков  
с постоянными коэффициентами 

 
Линейным неоднородным уравнением n-го порядка с постоянными коэффициентами  на-

зывается уравнение вида 
)(  ... 1

)2(
2

)1(
1

)( xfyayayayay nn
nnn  
 , (14) 

где  а1 , а2 , ..., аn  — некоторые действительные числа. 
Это частный случай уравнения (7), когда выполняется условие:    

аi (х) = аi = const   (i = 1, 2, ..., n). 
Общее решение линейного неоднородного уравнения (14) можно найти двумя способами:  
1) методом вариации произвольных постоянных, который рассмотрим в п. 2.5;  
2) по формуле (10): 

у = у0 + у*, 
где у0 — общее решение соответствующего линейного однородного уравнения (11);  

у* — частное решение данного линейного неоднородного уравнения (14). 
Общее решение у0, соответствующее линейному однородному уравнению с постоянными 

коэффициентами, находят по правилам, изложенным в п. 2.3.  
Частное решение у* данного линейного неоднородного уравнения (14) находят методом 

подбора (методом неопределённых коэффициентов). Этот метод применим только в том слу-
чае, если правая часть уравнения (14) имеет вид 

f (x) = еx (Pn (x) cos x + Qm (x) sin x), (15) 
где Pn (x) , Qm (x) — многочлены от х степени n  и  m соответственно; ,  — постоянные.  

Тогда частное решение у* уравнения (14) имеет вид 
у* = х s  еx ( )(xPk  cos x + )(xQk sin x),  (16) 

где s — кратность корня   i  характеристического уравнения (если   i не является кор-
нем характеристического уравнения, то s = 0); k = max (n, m); )(xPk , )(xQk — многочлены от х 
степени k общего вида с неопределёнными коэффициентами. 

Простейшие виды правых частей f (x) уравнения (14), частные случаи выражения (15) и 
соответствующие им частные решения у*, частные случаи формулы (16), указаны в табл. 2. 

 

Таблица 2. Частные решения линейного неоднородного 
уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами 

Вид частного решения у* уравнения (14) 

№ Правая часть f(x) 
уравнения  (14) 

 не является корнем 
характеристического 

уравнения (12) 

 является корнем 
характеристического 

уравнения (12) 

1 f (x) = Pn (x) – много-
член степени n 

 = 0 – не корень у*= Qn (x)  
– многочлен степени  n 

 = 0 – корень (12) кратности s   
 у*= х sQn (x) – многочлен  
степени s + n 

2 f (x) = еxPn (x)  – не корень   
у*= еxQn (x) 

 =  – корень кратности s  
 у*= еx х sQn (x) 

3 f (x) = Pn(x)cosx + 
+ Qm(x)sinx 

i – не корень   
у*= P'k(x)  cos x + Q'k(x) sin x 

 =  i – корень кратности s  
у*= х s( )(xPk cos x + Q'k(x) sin x) 

4 f (x) =еx(Pn(x) 
cosx + Qm(x) sinx) 

i – не корень   
у* = еx (P'k(x)  cos x +  
+ Q'k(x) sin x) 

 = i – корень кратности s  
 у*=х sеx(P'k(x) cos x + 
+  Q'k(x) sin x) 
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Пример 1. Найти общее решение уравнения   
xуy IV cos10 .  

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным уравнением четвёртого 
порядка с постоянными коэффициентами. Его общее решение найдём по формуле (10): 

у = у0 + у*, 
где у0 — общее решение соответствующего линейного однородного уравнения  0 уy IV ;  

у* — частное решение данного линейного неоднородного уравнения. 
1. Найдём общее решение у0 соответствующего линейного однородного уравнения   

0 уy IV . 
Запишем для него характеристическое уравнение  

04  kk .  
Его корни:  k1,2  =   1 — простые действительные числа (п. 2.3, случай 1);  k3,4 =  i — ком-

плексные сопряжённые простые корни (п. 2.3, случай 3;  = 0,  = 1). Следовательно, общее 
решение однородного уравнения имеет вид 

у0 = С1 еx + C2 е –х  + С3 cos x + C4 sin x. 
2. Найдём частное решение у* данного линейного неоднородного уравнения методом не-

определённых коэффициентов. 
Правая часть уравнения   

f (x) = 10 cos x 
является частным случаем выражения (15); в табл. 2 это случай 3, где   Pn (x) = P0 (x) =10,  
 =1, Qn (x) = Q0 (x) = 0.  

Так как  i — однократные корни характеристического уравнения, то по табл. 2 (послед-
ний столбец третьей строки) получаем частное решение у* данного линейного неоднородного 
уравнения: 

у* = х(А1 cos x + А2 sin x). 
Найдём неизвестные величины А1, А2. Для этого продифференцируем четыре раза полу-

чившееся уравнение: 
у*' = (х  (А1 cos x + А2 sin x))' = А1 cos x + А2 sin x + х  (– А1 sin x + А2 cos x); 
у*'' = 2 А2 cos x – 2А1 sin x – х  (А1 cos x + А2 sin x); 
у*''' = – 3А1 cos x – 3А2 sin x – х  (– А1 sin x + А2 cos x); 
у*IV = 4А1 sin x – 4А2 cos x + х  (А1 cos x + А2 sin x). 
Подставим выражения для  у IV и  у  в исходное уравнение у IV - y = 10 cos x: 
4А1 sin x – 4А2 cos x + x (А1 cos x + А2 sin x) – хА1 cos x – хА2 sin x = 10 cos x. 
После преобразований получим уравнение:  

4А1 sin x – 4А2 cos x = 10 cos x. 
Приравняем коэффициенты в левой и правой частях при sin x и cos x: 

4А1  = 0; – 4А2  = 10. 
Отсюда А1  = 0; А2  = – 5/2.  Подставим эти значения в частное решение у* данного линей-

ного неоднородного уравнения: 
у*= х  ( А1 cos x + А2 sin x) = – 5/2 х 

 sin x. 
3. Таким образом, общее решение данного линейного неоднородного уравнения с посто-

янными коэффициентами имеет вид 
у = у0 + у* = С1 еx + C2 е -х  + С3 cos x + C4 sin x - 5/2 х 

 sin x. 
 
Линейным неоднородным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами  

называется уравнение вида 
у'' + pу' + qy = f (x), 

где p, q — некоторые действительные числа;  f (x)   0. 
Его общее и частное решения находят на основе правил, изложенных в п. 2.4, т.к. это ча-

стный случай уравнения (14) при n = 2. 
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Пример 2. Найти общее решение уравнения   
у'' - 3 у' + 2y = x2 + 3x.  

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным уравнением второго по-
рядка с постоянными коэффициентами. Его общее решение найдём по формуле (10): 

у = у0 + у*, 
где у0 — общее решение соответствующего линейного однородного уравнения у'' – 3 у' + 2y = 0; 

у* — частное решение данного линейного неоднородного уравнения. 
1. Найдём общее решение у0 соответствующего линейного однородного уравнения  

у'' - 3 у' + 2y = 0. 
Запишем для него характеристическое уравнение  

k 2- 3 k + 2 = 0.  
Его корни  k1  =  1, k2  = 2 — простые действительные числа (п. 2.3, случай 1). Следователь-

но, общее решение однородного уравнения имеет вид 
у0 = С1 еx + C2 е 2х. 

2. Найдём частное решение у* данного линейного неоднородного уравнения методом не-
определённых коэффициентов. 

Правая часть уравнения  f (x) = x2 +3x — многочлен 2-й степени — является частным слу-
чаем выражения (15). В табл. 2 это случай 1, где  Pn (x) = P2 (x) = x2 +3x. Так как 0 не является 
корнем характеристического уравнения, то по табл. 2 (предпоследний столбец первой строки) 
получаем частное решение у* данного линейного неоднородного уравнения: 

у* = Q2 (x) = А1 x2 + А2 x + А3. 
Найдём неизвестные величины А1, А2, А3. Для этого продифференцируем два раза полу-

чившееся уравнение: 
у*' = (А1 x2 + А2 x + А3 )  = 2А1 x + А2;      у*'' = 2 А1. 

Подставим выражения для у'', у' и у в исходное уравнение:  
2А1 – 6А1 x – 3А2 + 2А1 x2 + 2А2 x + 2А3  = x2 + 3x.  

После преобразований получим уравнение: 
2А1 x2 + (2А2 – 6А1 ) x + (2А1 – 3А2 + 2А3) = x2 + 3x. 

Приравняем коэффициенты в левой и правой частях полученного равенства при одинако-
вых степенях неизвестного x: 














.0232
;362

;12

321

12

1

ААА
АА

А
 

Решив систему, получим А1  = 1/2; А2  = 3; А3  = 4.  Подставим эти значения в частное ре-
шение у* данного линейного неоднородного уравнения: 

у* = 
2
1

 x2 + 3 x + 4. 

3. Таким образом, общее решение данного линейного неоднородного уравнения с посто-
янными коэффициентами имеет вид 

у = у0 + у* = С1 еx + C2 е 2х + 
2
1

 x2 + 3 x + 4. 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 
у'' - 2у' + y = x ∙ ex. 

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным уравнением второго по-
рядка с постоянными коэффициентами. Его общее решение найдём по формуле (10): 

у = у0 + у*, 
где у0 — общее решение соответствующего линейного однородного уравнения у'' - 2у' + y = 0;  

у* — частное решение данного линейного неоднородного уравнения. 
1. Найдём общее решение у0 соответствующего линейного однородного уравнения 

у'' - 2у' + y = 0. 
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Запишем для него характеристическое уравнение  
k 2– 2 k + 1 = (k – 1)2 = 0.  

k1 = k2 = 1 — действительный корень кратности 2 (п. 2.3, случай 2). Следовательно, общее 
решение однородного уравнения имеет вид 

у0 = е x (С1 + C2 х). 
2. Найдём частное решение у* данного линейного неоднородного уравнения методом не-

определённых коэффициентов. 
Правая часть уравнения f (x) =x ∙ е 

x  является частным случаем выражения (15). В табл. 2 
это случай 2, где Pn (x) = P1 (x) = х,  = 1. Так как   = 1 — это корень характеристического 
уравнения кратности 2, то по табл. 2 (последний столбец второй строки) получаем частное 
решение у* данного линейного неоднородного уравнения: 

у*= е 
x х 2 Q1 (x) = е 

x х 2 (А1 x + А2 ) = е 
x (А1 х 3

 + А2 х 2
 ). 

Найдём неизвестные величины А1, А2. Для этого продифференцируем два раза получив-
шееся уравнение: 

у*' = (е 
x (А1 х 

3
 + А2 х 2 ) )  = е x (А1 х 

3
 + (А2 + 3А1 )х 2 + 2А2 x); 

у*'' = е 
x (А1 х 

3
 + (А2 + 3А1 )х 

2
 + 2А2 x + 3А1 х 

2
 + 2(А2 + 3А1 )х + 2А2). 

Подставим выражения для  у'', у' и у в исходное уравнение: 
е 

x (А1 х 
3

 + (А2 + 3А1)х 
2

 + 2А2 x + 3А1 х 
2

 + 2(А2 + 3А1)х + 2А2) – 2 е 
x(А1 х 3

 + (А2 + 3А1)х 2
 + 2А2 x + 

+ е 
x (А1 х 

3
 + А2 х 

2) = х ∙ е 
х. 

Разделим равенство на е 
x  и после несложных преобразований получим уравнение 

6А1 x + 2А2 = x. 
Приравняем коэффициенты в левой и правой частях полученного равенства при одинако-

вых степенях неизвестного x:   6А1  = 1;  2А2  = 0. Откуда получим  А1  = 1/6;  А2  = 0.  Подста-
вим эти значения в частное решение у* данного линейного неоднородного уравнения: 

у*= 
6
1 е 

x х 3. 

3. Таким образом, общее решение данного линейного неоднородного уравнения с посто-
янными коэффициентами имеет вид 

у = у0 + у* = е 
x(С1 + C2 х) + 

6
1 е 

x х 3 = е 
x(С1 + C2 х + 

6
1 х 3). 

Пример 4.  К источнику с электродвижущей силой (ЭДС), равной е(t), подключили кон-
тур, состоящий из последовательно соединённых катушки индуктивности L, омического со-
противления R и ёмкости C. Найти силу тока i в цепи как функцию времени t, если в началь-
ный момент времени сила тока в контуре и заряд конденсатора равны нулю.  

Решение. По закону Кирхгофа электродвижущая сила в цепи равна сумме падений напря-
жения на индуктивности, сопротивлении и ёмкости:  

е(t) = UL + UR+ UC, 

где  UL = 
td
idL
 
 ;   UR = R i;   UC = 

t

dtti
С 0

 )(1 . 

Заметим, что последнее равенство получается из соотношения между силой тока и заря-

дом конденсатора: 
td
qdi
 
 

 , откуда 0
0

 )( qdttiq
t

  , а так как UC = 
C
q , то UC = 

t

dtti
С 0

 )(1  + 
C
q0 . 

По условию задачи  q0 = 0. Таким образом, получаем интегрально-дифференциальное уравне-

ние е(t) = 
td
idL
 
  + R i + 

t

dtti
С 0

 )(1  . Продифференцировав его по t, получим линейное диффе-

ренциальное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами: 

2

2

 td
idL  + R

td
id
 
  + 

td
edi

С  
 1

 . 
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Здесь возможны два случая: 1) е(t) = С = сonst; 2) е(t) = E sin t. 

Рассмотрим первый случай. Здесь 0
 
е 


td
d . Тогда получим однородное уравнение второго 

порядка с постоянными коэффициентами: 

2

2

 td
id  + 

td
id

L
R

 
 

  + 01
i

LС
. 

Характеристическое уравнение 012 
LC

r
L
Rr  имеет корни 

CL
LCR

L
R

LCL
R

L
Rr 2

2

2

2

2,1 4
4

2
1

42


 . 

Если LCR 42    0, то корни характеристического уравнения — действительные и общее ре-
шение есть функция непериодическая. Соответственно апериодической является и сила тока. 
Никаких электрических колебаний в цепи не произойдёт. 
Если же  LCR 42   < 0, то общее решение 

) sin cos( 21
 tCtCei i   

, 

где L
R

2


, 2

2
2

4
1

L
R

LС


 определяет электрические колебания. 

Так как 
E

td
idL

t


0 

  
, то  L

E
td
id

t


0 

 

.  
Следовательно, начальные условия можно записать в виде 

0 
0


t
i ;  L

E
td
id

t


0 

 

. 
Дифференцируя i по t, имеем  

 )cossin()sincos(
 
 

12111211
 tCtCtCtCe

td
id t   

. 

Подставив  t = 0 в выражения для i и td
id
 
 

, получим 

0 = С1,  
211 СС

L
E

 
, 

откуда   С1 = 0, L
EС 2

. 
Итак, частное решение уравнения принимает вид 

te
L
Ei t

1
 

1

sin


  

. 

Рассмотрим второй случай. Так как е(t) = E sin t, то 
td
еd
 
 Ecos t. Тогда получим 

линейное неоднородное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами 

2

2

 td
id  + 

td
id

L
R

 
 

   + i
LС
1  Ecos t. 

Его общее решение найдём по формуле (10): 
i i i 0

* , 
где i0 - общее решение соответствующего линейного однородного уравнения (его мы уже 
нашли, рассматривая первый случай);  i*  - частное решение данного линейного 
неоднородного уравнения. Найдём частное решение i*  данного линейного неоднородного 
уравнения методом неопределённых коэффициентов.  

Правая часть уравнения  f (t) = Ecos t  является частным случаем выражения (15);  
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в табл. 2  это  случай 3, где    Pn (t) = P0 (t) = = Ecos t,    = , Qn (t) = Q0 (t) = 0. Так как   
 i   не является  корнем характеристического уравнения, то по табл. 2 (предпослед-ний 

столбец третей строки) получаем частное решение i*   линейного неоднородного уравнения:  
i*  = А1 cos t + А2 sin t. 

Найдём неизвестные величины А1, А2. Для этого продифференцируем два раза 
получившееся уравнение: 

 * i  = (А1 cos t + А2 sin t )  = - А1  sin t  + А2  cos t; 

 * i  = -  А1 2
 cos t0 -  А2 2sin t. 

Подставим выражения для  * i ,  * i  и  i  в исходное уравнение: 

- А1 2
 cos t - А2 2sin t + 

L
R

(- А1  sin t  + А2  cos t) + 
L
1

(А1 cos t + А2 sin t) = 

 = Ecos t. 
После преобразований, приравнивая коэффициенты в левой и правой частях при sin 

t  и cos t, получим: 
А1  = 

241 



E ;   А2  =

)41(
2

2

2





E . 

Подставим эти значения в частное решение i*  данного линейного неоднородного 
уравнения, получим: 

i*  = 241 



E cos t  +  

)41(
2

2

2





E sin t. 

Таким образом, общее решение данного линейного неоднородного уравнения с 
постоянными коэффициентами имеет вид 

) sin cos( 21
 tCtCei i     + 

241 



E cos t  +  

)41(
2

2

2





E sin t, 

где   
L

R
2

 ,   2

2
2

4
1

L
R

L„
 . Подставив начальные условия, получим частное решение 

этого уравнения. 

21 41
0)0(








ECi ; .

41 21







EC  

Для использования второго начального условия продифференцируем по переменной t : 

.cos
)41(

2
sin41

.)cossin()sincos(

2
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По условию задачи   21)0( CC
L
E

L
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
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EC  Частное 

решение уравнения имеет вид  
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Задания для самостоятельного решения 

Проинтегрировать уравнения (1—16): 
1. 12  xyy . 2. xeyyy x 2cos1052  . 
3. xeyyy 2126209  . 4. 336663636 xxyy  .  
5. xyyy 2sin75136  . 6. xyyy 3sin104294  . 
7. xyy 4cos816  . 8. 271299 24  xxyy . 
9. xeyyy 624012  . 10. xyy 1262  . 
11. xeyyy 236  . 12. xyyy 2sin222372  . 
13. xxyyy 5sin605cos18346  . 14. )2sin22cos24(4 xxeyy x  . 
15. xxyyy 3sin333cos6242  . 16. .cossin3 xxyyy   

Решить задачу Коши (17—25): 
17. xyyy 2sin2136  , y (0) = 0,   y'(0) = 0. 
18. xxуу cossin35  , y (0) = 1,   y''(0) = 0. 
19. xexxyyy  )1(44 2 , y (0) = 0,   y'(0) = 0. 
20. 212122 хууy  , y (0) = - 1, y''(0) = 2. 
21. хехуy 2)2(  , y (0) = 0,   y'(0) = 3. 
22. 5342 2  ххууy , y (1) = 1,   y'(1) = 1. 
23. 122 3  хууy , y (1) = 0,   y'(1) = 2. 

24. ,)14(2 3xexyyy   y (0) = 0,   y'(0) = 0. 
25. ,44  xyyy  y (0) = 0,   y'(0) = 0. 

 
 

2.5.  Метод вариации произвольных постоянных 
 

Если известна фундаментальная система решений у1, у2, ..., уn однородного уравнения 
(8), то общее решение соответствующего неоднородного уравнения (7) можно найти мето-
дом вариации произвольных постоянных (методом Лагранжа). Этот метод можно применять 
при решении линейного неоднородного уравнения (7) как с переменными, так и с постоян-
ными коэффициентами. При этом, если правая часть неоднородного уравнения с постоянны-
ми коэффициентами (14) не является частным случаем формулы (15), то этот метод позволяет 
найти решение. Суть метода заключается в следующем.  
Общее решение уравнения (7) записывают в виде 

у = С1(х) у1 + С2(х) у2 + ... +Сn(х) уn , 
где у1, у2, ..., уn — линейно независимые частные решения уравнения (8), а функции С1(х), 
С2(х), ..., Сn(х) находят из системы уравнений: 











 

Система (17) всегда имеет решения, т.к. её определитель является определителем Вронско-
го, а W(x)  0 (п. 2.2). 
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1 1 2 2

1 1 2 2

0
0
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                                       
  

  



С х у С х у С х у
С х у С
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1 1
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1 1    






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(17) 
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Пример 1. Найти общее решение уравнения      
y' + x ∙ y'' = x2. (18) 

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным уравнением второго по-
рядка. Решим его методом вариации произвольных постоянных. 

1. Найдём общее решение соответствующего линейного однородного уравнения 
x ∙ y'' +  y' = 0. (19) 

Данное уравнение является дифференциальным уравнением второго порядка, не содер-
жащим искомой функции у. Полагая y' = z, следовательно, y'' = z, преобразуем уравнение (19) 
к виду 

x ∙ z' + z = 0. 
Таким образом понизили порядок уравнения на единицу и получили уравнение с разде-

ляющимися переменными. Решим его: 

z
dx
dzx      

x
dx

z
dz

     
x

Cz 1lnln      
x

Cz 1 . 

Возвращаясь к переменной у, опять получим уравнение с разделяющимися переменными: 

x
Cу 1 . Решим его: 

dx
x

Cdу 1       dx
x

Cdу 1     21 ln СхCу   

— общее решение линейного однородного уравнения (19). Исходя из вида полученного об-
щего решения, можно допустить, что xу ln1  , у2 = 1 — частные решения уравнения (19).  

2. Найдём общее решение данного линейного неоднородного уравнения (18)  в виде: 
)(ln)( 21 хСххCу  . (20) 

Для нахождения функций С1(х), С2(х) составим систему уравнений: 
   

     




С х у х С х у х
С х у х С х у х f x

1 1 2 2

1 1 2 2

0( ) ( ) ( ) ( ) ;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

 (21) 

Заметим, что если разделить исходное уравнение (18) на х  0, получим уравнение 

х
х

yy 
1 . (22) 

Тогда  f (x) = х,  xy ln1  ,  у2 = 1 и система (21) примет вид: 

     

     







С х х С х

С х
x

С х x
1 2

1 2

1 0
1 0

( ) ln ( ) ;

( ) ( ) .
      

     

  







С х х С х

С х
x

x
1 2

1

1
1

( ) ln ( ) ;

( ) .
 

Последовательно дифференцируя уравнение (20) два раза и учитывая равенства системы, 
получим: 

х
хСхС

х
хСххCу 1)()(1)(ln)( 1211  ; 

21211
1)(1)(1)(
х

хСх
х

хС
х

хCу  . 

Подставив эти выражения вместо y', y''  в исходное уравнение (22), получим  

х
х

хС
х

хС
х

хC 
21211

1)(1)(1)( .  

Откуда  х
х

хC  1)(1     2
1 )( ххC      1

3

1 3
)( СххC  . 

Первое уравнение системы (21) примет вид 0)(ln 2
2  хСхх .  

Интегрируя его, получим 2

33

2 9
ln

3
)( СxxххC  . 
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Таким образом, подставляя найденные значения функций С1(х), С2(х) в уравнение (20), по-
лучим общее решение данного линейного неоднородного уравнения (18): 

2

3

1 9
ln СxxСу  , 

где С1, С2 — произвольные постоянные. 
Заметим, что при х = 0 исходное уравнение (18) принимает вид y' = 0. Откуда получим ча-

стное решение:  у = С. 
 
Пример 2. Найти общее решение уравнения 

1
22

2


 x

x

e
eyyyy . 

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным уравнением третьего по-
рядка. Решим его методом вариации произвольных постоянных. 

1. Найдём общее решение соответствующего линейного однородного уравнения  
022  yyyy . 

Данное уравнение является линейным однородным уравнением третьего порядка с посто-
янными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение 

022 23  kkk . 
Его корни  k1 = 1,  k2 = – 1,  k3 = 2 — простые действительные числа (п. 2.3, случай 1). Сле-

довательно, общее решение однородного уравнения имеет вид 
у = С1 еx + C2 е -х  + C3 е 2х. 

Исходя из вида общего решения, можно допустить, что у1 = ех,  у2 = е -х,  у3 = е 2х — частные 
решения однородного уравнения. 

2. Найдём общее решение данного линейного неоднородного уравнения в виде 
у = С1(х) еx + C2(х) е –х  + C3(х) е 2х. (23) 

Для нахождения функций С1(х), С2(х), С3(х) составим систему уравнений (17). Она примет 
вид 

     
        
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0
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х

х

1 2 3
2
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2

2

0
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4
1
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( ) ( ) ( ) .

 

Решая систему из трёх уравнений с тремя неизвестными, например методом Гаусса, полу-
чим:  

  


С х е
е

х
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1
2 1

( ) ,     

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1
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1
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Интегрируя эти выражения, найдём: 

С х е dx
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е
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х

х

х
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1
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1
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1
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1
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С х dx
е

е е
е

dx е
е

dxх

х х

х

х

х3
1
3 1

1
3

1
1

1
3

1
1
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


 

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

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
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
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х е С
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х( ) ln( ) . 

Таким образом, подставляя найденные значения функций С1(х), С2(х), С3(х) в уравнение 
(23), получим общее решение данного линейного неоднородного уравнения: 

у = 





  )1ln(

2
1

1
хеС еx + 


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
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1 Сеее хх
х

е -х +   

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

  3)1ln(

3
1 Сех х е 2х  =  

= С1 еx + C2 е -х + C3 е 2х +   2(
12
1 хе   )1ln(23

6
1)4 22   ххххх еееехе , 

где С1, С2, С3 — произвольные постоянные. 
 

Задания для самостоятельного решения 
Проинтегрировать методом вариации произвольных постоянных следующие уравнения: 

1. х–tgyy   . 2. tgxyy  . 

3. 
x

yy
2
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e
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19. 0)1(2)1(  ухyхyх . 20. 
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44
x
eyyy

x
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21.  xyyV 2cos . 22. xyy IV 2sin . 
23.  xxeyy xIV sin3  . 24. хеxyy  35 . 
25. xyy sin . 26. xyy 2cos . 
27. 2)2()4( 2 xyy  . 28.

 
xxyyV sin3  .  

29. 1245  хVI xеyy . 30. xxyy 4sin . 
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Глава 3.  СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Системой дифференциальных уравнений называют совокупность дифференциальных 
уравнений, т.е. уравнений, содержащих независимые переменные, неизвестные функции и их 
производные (или дифференциалы).  

Система n дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных относительно 
всех производных, называется нормальной. Она имеет вид 





















),,...,,,(
....

);,...,,,(

);,...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy

 (1) 

где  у1, у2, ..., уn — неизвестные функции независимой переменной х; f1, f2, ..., fn — известные 
функции, зависящие от х , у1, у2, ..., уn , заданные и непрерывные в некоторой области. 

Число уравнений, входящих в систему, называют порядком системы.  
Решить систему  или проинтегрировать в некотором интервале [a, b] — значит найти со-

вокупность n  функций  у1(х), у2(х), ..., уn(х), определённых и непрерывно дифференцируемых 
в указанном интервале, обращающих каждое уравнение системы в тождество.  

Задача Коши для системы дифференциальных уравнений (1) состоит в нахождении реше-
ния  

у1 = у1(х), у2 = у2(х), ..., уn = уn(х),  
удовлетворяющего начальным условиям: 

)0(
101  = )( yxy ,   )0(

202 у = )(xy ,  ...,  )0(
0  = )( nn yxy . 

Геометрический смысл задачи Коши заключается в нахождении среди всех интегральных 
кривых тех, которые проходят через точки ( 0

10 , yx ), … ,( 0
0 , nyx ). 

Общим решением системы (1) называют совокупность n  функций:  
y y x С С С
y y x С С С

y y x С С С

n
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n n n
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1 2
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
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( , , , ... , );
( , , , ..., );

....
( , , ,..., ),

 

зависящих от переменной х и произвольных постоянных С1, С2, ..., Сn и удовлетворяющих 
следующим условиям: 

1) функции  у1, у2, ..., уn   определены в области изменения переменной х и имеют непре-
рывные частные производные по х; 

2) функции  у1, у2, ..., уn   должны являться решением системы (1) при любых значениях С1, 
С2, ..., Сn. 

Частным решением системы (1) называют решение, полученное из общего при некоторых 
частных значениях постоянных С1, С2, ..., Сn. 

Интегралом нормальной системы (1) называют функцию  
 (х,  у1,  у2, ..., уn), 

которая в области изменения переменных: 
1) определена и непрерывна вместе с частными производными 

nyyx  
 , ... ,

 
  ,

 
 

1 








; 
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2)  принимает при любых x постоянное значение при подстановке в неё произвольного 
решения системы. 

Функция  (х,  у1,  у2, ..., уn) зависит только от выбора решения у1(х), у2(х), ..., уn(х), но не 
зависит от переменной х. 

 
Первым интегралом нормальной системы (1) называют равенство  

 (х, у1, у2, ..., уn) = С, 
где  (х, у1, у2, ..., уn) — интеграл нормальной системы (1); С — произвольная постоянная. 

Иногда первым интегралом системы (1) называют просто интеграл этой системы. 
При решении систем часто используют следующее утверждение: cистему дифференци-

альных уравнений (1) можно свести к одному дифференциальному уравнению n-го порядка: 
y (n)    =  f (x,  y, y , yy   , , ... , y (n-1)), 

и наоборот, одно дифференциальное уравнение n-го порядка можно свести к системе диффе-
ренциальных уравнений (1). 
 

Пример 1. Привести к нормальной системе дифференциальное уравнение  03 2  yy . 

Решение. Пусть  y' = z, тогда  y'' = z' и уравнение приводится к нормальной системе 








.23
     ;

yz
zy  

Пример 2. Привести нормальную систему 







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     ;3

zyz
—zy  

к одному дифференциальному уравнению. 
 

Решение. Из первого уравнения системы выразим  z = 3у – y'  z' = 3 y' – y''. Подставим 
значения  z  и z' во второе уравнение системы, получим 3y' – y'' = 1 + 6y + 3y – y'   

y'' – 4 y' + 9y + 1 = 0 
— линейное дифференциальное уравнение 2-го порядка. 

Решение различных прикладных задач приводит к так называемым линейным системам 
дифференциальных уравнений. 

Система называется линейной, если неизвестные функции и их производные (или диффе-
ренциалы) входят в каждое из уравнений только в первой степени. Нормальная система ли-
нейных дифференциальных уравнений первого порядка имеет вид 
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(2)

 

где функции аij (х), fi (х) (i = 1, ..., n; j = 1, ..., n)  непрерывны в некотором интервале. 
Если все fi (х) = 0, то система (2) называется однородной, в противном случае — неодно-

родной.  
 
Если аij (х) = аij = const, то система (2) называется линейной с постоянными коэффициен-

тами. 
 
Существуют различные методы решения систем дифференциальных уравнений. Рассмот-

рим простейшие из них. 
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3.1.  Метод исключения 
Метод исключения основан на следующем утверждении: нормальная система n диффе-

ренциальных уравнений первого порядка эквивалентна одному дифференциальному уравне-
нию n—го порядка. Следовательно, можно исключить в системе (1) все неизвестные функ-
ции, кроме одной, и получить одно дифференциальное уравнение n-го порядка. 

Свести нормальную систему (1) к одному уравнению можно дифференцированием одного 
из уравнений системы и последовательным исключением всех неизвестных, кроме одного. 
Каким образом это можно осуществить рассмотрим на конкретном примере. 

 
Пример 1. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений: 
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3212

3211

yyyy
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Решение.  Решим систему методом исключения.  
1. Дифференцируем по х любое, например первое уравнение заданной системы и подстав-

ляем вместо y'1, y'2, y'3  их выражения из этой системы. В результате получим 
                у у у у е у у у е у у у хх х
1 1 2 3 1 2 3 1 2 33 3 3( ) ( )    4 41 2 3у у у е х  
    12 5 6 41 2 3у у у е хх . 

Дифференцируем y''1,  по х и опять заменяем y'1, y'2, y'3 их выражениями из системы: 
              у у у у е у у у е у ух х
1 1 2 3 1 2 3 1 212 5 6 4 1 12 3 5( ) (      у х у у у3 1 2 36 4 4) ( )
      е х у у у е хх х

1 2 34 55 23 31 16 6  
Таким образом, получаем систему дифференциальных уравнений: 

    
     
    









y y y y e
y y y y е x
y y y y е x

x

х

х

1 1 2 3

1 1 2 3

1 1 2 3

3
12 5 6 4
55 23 31 16 6

;
;

.

                     
        

  

 (3) 

Из первых двух уравнений находим у2 и у3: 
у у у у е хх

2 1 1 16 6 2      ; 
у у у у е хх

3 1 1 15 3      . (4) 
Выражения для у2 и у3 подставим в третье уравнение системы (3): 
             у у у у у е х у у у е хх х
1 1 1 1 1 1 1 155 23 6 6 2 31 5 3( ) ( )      16 6 8 17 101 1е х у ух

  10 21у е хх  
Получили неоднородное линейное уравнение третьего порядка с постоянными коэффици-

ентами: 
     у у у у е хх
1 1 1 18 17 10 2 . (5) 

Его общее решение найдём по формуле  
у1 = у1

0 + у1
*, 

где у1
0 — общее решение соответствующего линейного однородного уравнения;  

у1
* — частное решение линейного неоднородного уравнения (5). 

2. Найдём общее решение у1
0 соответствующего линейного однородного уравнения 

     у у у у1 1 1 18 17 10 0 . 
Запишем для него характеристическое уравнение  

010178 23  kkk . 
 
Его корни:  k1  = 1, k2  = 2, k3  = 5 — простые действительные числа (п. 2.3, случай 1). Сле-

довательно, общее решение однородного уравнения имеет вид 
у0

1 = С1 еx + C2 е 2х  + С3 е 5х. 
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3. Найдём частное решение у1
* линейного неоднородного уравнения (4) методом неопре-

делённых коэффициентов. 
Правая часть уравнения (5)  f (x) = ех – 2х является суммой двух специальных функций  

f1 (x) =  и   f2 (x) = – 2х, следовательно, частным решением уравнения (5) будет являться  
у1

* = у1
*1 + у1

*2, где  у1
*1 и у1

*2 — частные решения  неоднородных линейных уравнений  
     у у у у f x1 1 1 1 18 17 10 ( )   и      у у у у f x1 1 1 1 28 17 10 ( ) . 
Для  f1 (x) =   k = 1, для f2 (x) = – 2х  k  = 0, тогда получаем частное решение у1

* линейного 
неоднородного уравнения (5): 

у1
* = А1  x ех + А2  x + А3. 

Найдём неизвестные величины А1, А2, А3. Для этого продифференцируем три раза полу-
ченное уравнение: 

*
1у  = А1  x ех + А1 ех +А2; 
 *

1 у  = А1  x ех + 2А1 ех; 
 *

1 у  = А1  x ех + 3А1 ех. 

Подставим выражения для  *
1 у ,  *

1 у , *
1у  и у1

*  в уравнение (5): 
А1 x ех + 3А1 ех – 8(А1 x ех + 2А1 ех) + 17(А1 x ех + А1 ех + А2) – 10(А1 x ех  + А2  x + А3) = ех – 2x. 

После преобразований получим уравнение:  
4А1  ех + 17А2 – 10 А2 x – 10 А3  = ех – 2x. 

Приравняем коэффициенты в левой и правой частях при соответствующих выражениях, 
получим: 

А1  = 1/4;  А2  = 1/5;  А3  = 17/50. 
Подставим эти значения в частное решение у1

* линейного неоднородного уравнения (5): 

у1
* = 

4
1 x ех + 

5
1

  x + 
50
17 . 

4. Таким образом, общее решение линейного неоднородного уравнения с постоянными 
коэффициентами (5) имеет вид 

у1 = у1
0 + у1

*= С1 еx + C2 е 2х + С3 е 5х + 
4
1 x ех + 

5
1x + 

50
17 . 

5. Найдём производные  у'1, у''1:  

у'1= С1 еx + 2C2 е 2х + 5С3 е 5х + 
4
1 x ех  + 

4
1  ех + 

5
1; 

у''1 = С1 еx + 4C2 е 2х + 25С3 е 5х + 
4
1 x ех  + 

2
1  ех . 

Подставим найденные значения у'1, у''1 в равенства (4): 

у у у у е хх
2 1 1 16 6 2      =  С1 еx + 4C2 е 2х  + 25С3 е 5х + 

4
1 x ех + 

2
1  ех – 6(С1 еx + 2C2 е 2х + 

+ 5С3 е 5х + 
4
1 x ех  + 

4
1  ех + 

1
5

) + 6(С1 еx + C2 е 2х  + С3 е 5х + 
4
1 x ех + 

5
1x +

50
17 ) + 2 ех – x = 

= С1 ех – 2C2 е 2х  + С3 е 5х + 
4
1 x ех + 

5
6 x + 

25
21  – ех; 

у у у у е хх
3 1 1 15 3       = С1 еx + 4C2 е 2х  + 25С3 е 5х + 

4
1 x ех  + 

2
1  ех – 5(С1 еx + 2C2 е 2х + 

+ 5С3 е 5х + 
4
1 x ех  + 

4
1  ех + 

5
1) + 3(С1 еx + C2 е 2х  + С3 е 5х +

4
1  x ех +

5
1  x +

50
17 ) + ех – x =  

= С1 ех – 3C2 е 2х  + 3С3 е5 – 
4
1 x ех – 

5
2 x +  

4
1 ех  + 

50
1 . 

Таким образом, общее решение заданной системы имеет вид 
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у1 = С1 еx + C2 е 2х  + С3 е 5х + 
4
1 x ех + 

5
1x + 

50
17 ; 

у2 = С1 еx – 2C2 е 2х  + С3 е 5х + 
4
1 x ех + 

5
6 x + 

25
21  – ех; 

у3 = – С1 еx – 3C2 е 2х  + 3С3 е 5х – 
4
1 x ех – 

5
2 x +  

4
1 ех  + 

50
1 . 

Пример 2. Фильтр низких частот.  
На электрической схеме (рис. 12) равные индуктивности L, ёмкость С и сопротивление на-

грузки R подключены к источнику напряжения, изменяющемуся по закону U (t) = U cos щt. 
Выяснить характер колебаний падения напряжения на нагрузке, ограничиваясь установив-
шимся процессом. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 12 
 

Решение. Обозначим через i1, i2 — токи в левом и правом контурах. Тогда ток через ём-
кость равен i2 – i1. По закону Кирхгофа получим систему дифференциальных уравнений от-
носительно токов i1, i2: 
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Решим систему методом исключения. Дифференцируем по t  любое, например второе, 
уравнение заданной системы, получим 

0)(1
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Откуда 
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idRС

td
idLСi  . 

Полученное уравнение ещё раз дифференцируем по t  и подставим в первое уравнение 
системы. В результате получим 

L С d i
d t

LRС d i
d t

L d i
d t

R i U t2
3

2
3

2
2
2

2
22

  
 
 

     ( )  

— линейное неоднородное дифференциальное уравнение третьего порядка с постоянными 
коэффициентами. 

Запишем для него характеристическое уравнение  
0  2  232  RkLkLRСkСL . 



      i 1      i 2 
 

 
R C 

U(t) 



 67 

Все слагаемые в левой части этого уравнения положительны, поэтому оно не имеет дейст-
вительных корней, его корни — комплексные. Можно доказать, что у мнимых корней этого 
уравнения действительные части отрицательные. 

Таким образом, все слагаемые общего решения однородного уравнения, соответствующе-
го исходному уравнению, содержат экспоненты с отрицательным показателем и поэтому бы-
стро убывают при росте t. Установившийся процесс определяется частным решением исход-
ного неоднородного уравнения. 

Поскольку правая часть U (t) = U cos  t, то частное решение ищем в виде 
 *

22 ii А cos  t + В sin  t. 
Дифференцируем по t полученное уравнение и подставим в исходное неоднородное урав-

нение. В результате получим систему уравнений: 








.)2()(
;0)()2(

322

232

UCLLBLRCRA
LRCRBCLLA


  

Обозначив  б = – 2 L + L2C 3, в = R – LCR 2,  приходим к системе 




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
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;0  
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Найдём амплитуду решения i2  как 22 BA  , т.е. 

22

22

 


U
BAv , 

или  

2222222 )1()2(  LCRLCL

U
v


 . 

Падение напряжения на нагрузке можно получить из последнего уравнения умножением 
обеих частей равенства на R, т.к. U2 = R i2. 

Выясним влияние частоты колебаний щ на отношение амплитуд напряжения на нагрузке к 
выходному напряжению. 

При малых частотах   величинами порядка  2 и выше можно пренебречь, тогда подко-
ренное выражение будет равно R2,  следовательно, 

R
U

v            1
U
Rv .  

Эта зависимость показывает, что колебания малой частоты проходят через схему, практи-
чески не изменяя амплитуды. 

Для больших частот    главным членом подкоренного выражения будет член со старшей 
степенью  . Для таких частот 

32 CL
U

v            032 
CL

R
U
Rv , 

т.е. колебания высокой частоты практически не проходят через данную схему. 
 

Данная схема пропускает низкие частоты и почти не пропускает высоких частот. Поэтому 
такую схему называют фильтром низких частот. 
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3.2. Метод интегрируемых комбинаций 
Данный метод заключается в том, что путём различных преобразований уравнения исход-

ной системы (1) приводят к простому виду, позволяющему их легко проинтегрировать и по-
лучить решение системы. Полученные таким образом уравнения называют интегрируемыми 
комбинациями.  

Обычно интегрируемую комбинацию получают с помощью сложения, вычитания, умно-
жения или деления исходных уравнений системы. 

Каждая интегрируемая комбинация даёт один первый интеграл. Если найдено n независи-
мых первых интегралов системы (1), то её интегрирование закончено. Если найдено m неза-
висимых первых интегралов, где n > m,  то система (1) сводится к системе с меньшим числом 
неизвестных функций. 

Пример 1. Найти частное решение системы дифференциальных уравнений: 
















yx
y

dt
dy

yx
x

dt
dx ;

 

при начальных условиях:  х (0) = 2,  у (0) = 4. 
Решение.  Данная система является нормальной системой двух дифференциальных урав-

нений. 
Решим систему методом интегрируемых комбинаций.  
1. Найдём общее решение системы. Для этого составим первую интегрируемую комбина-

цию. Разделив второе уравнение на первое, получим 

x
y

dx
dy

   

— дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными.  
Разделим переменные x и y:

x
dx

у
dy

 ; проинтегрируем, получим 

х = С1 у. 
Составим вторую интегрируемую комбинацию. Сложив оба уравнения системы, получим 

1
dt

dydx        dtdydx       2Сtyx  . 

Таким образом, получили систему уравнений: 








.
       ;

2

1

Ctyx
yCx  

Откуда общее решение системы имеет вид: 
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2. Найдём частное решение системы. Подставим начальные условия в общее решение сис-
темы: 
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       .
1
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         Откуда С1 =
2
1 ,    С2 = 6. 

Частное решение заданной системы примет вид: 
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











     .4
3
2

       ;2
3

ty

tx
 

Пример 2.  Разложение вещества.  
Вещество А разлагается на два вещества  Х и У со скоростью образования каждого из них, 

пропорциональной количеству неразложившегося вещества. Найти закон изменения коли-
честв х и у веществ Х и У в зависимости от времени t, если при  t = 0 имеем х = у = 0, а через 
час х = а/8, у = 3а/8, где а —  первоначальное количество вещества А.  

Решение. В момент времени t количество неразложившегося вещества А равно а – х – у.  
Введём следующие обозначения: 

dt
dx  — скорость образования вещества Х; 

dt
dy  — скорость образования вещества У.  

Тогда получим систему дифференциальных уравнений 













),(

);(

2

1

yxak
dt
dy

yxak
dt
dx

 

где k1,  k2 — коэффициенты пропорциональности.  
Решим систему методом интегрируемых комбинаций.  
Разделим обе части второго уравнения системы на соответствующие части первого: 

1

2

k
k

dx
dy

           .1
1

2 С›
k
k—   

Поскольку при  t = 0 имеем х = у = 0, то из последнего уравнения находим  С1 = 0, а значит 

.
1

2 х
k
kу    

Полученную функцию подставим в первое уравнение системы: 

dt
dx хkxkakх

k
kxak 211

1

2
1 )(      

dt
dx

akхkk 121 )(  . 

Это уравнение является линейным неоднородным уравнением первого порядка, общее 
решение которого  

tkkеС
kk

аkх  )(
2

21

1 21


 . 

Таким образом, общее решение исходной системы имеет вид 















 
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       ;
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2

21
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хky
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Используя начальное условие: при  t = 0 х = 0, найдём  

21

1
2 kk

аkС


 . 

Таким образом, частное решение исходной системы имеет вид: 
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

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Это законы изменения количеств х и у веществ Х  и У в зависимости от времени t.  
Коэффициенты пропорциональности k1,  k2 найдём из условия, что при  t = 1  х = а/8,  

у = 3а/8:  
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4
2ln , k2 = 

4
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Таким образом, искомое решение системы, т.е. закон изменения количеств х и у веществ  

Х и У в зависимости от времени t, принимает вид: 
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3.3.  Метод Эйлера 

 
Метод Эйлера часто называют видоизменённым методом Эйлера или методом собствен-

ных чисел и собственных векторов. Он применяется для решения линейных однородных 
систем дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.   

Пусть дана система n линейных однородных дифференциальных уравнений с  n  неиз-
вестными функциями, коэффициенты которой постоянные: 
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Эту систему можно записать в виде матричного дифференциального уравнения 
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Решение системы найдём в виде: 
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где , рi (i = 1, 2, ..., n) — постоянные величины. 
Подставив значения хi (i = 1, 2, ..., n) в систему дифференциальных уравнений, получим 

систему линейных алгебраических уравнений относительно рi: 
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Так как система имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда определитель ос-
новной матрицы равен нулю, то получим следующее уравнение n-й степени: 
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 = 0. 

Это уравнение позволит найти . Оно  является характеристическим уравнением матрицы 
А и одновременно характеристическим уравнением системы. 

Пусть характеристическое уравнение имеет n различных корней  i (i = 1, 2, ..., n), которые 
являются характеристическими числами матрицы А. Каждому характеристическому числу 
соответствует свой собственный вектор.  

Пусть характеристическому числу k соответствует собственный вектор (р1k ; р2k ; ... ; рnk ), 
где k = 1, 2, ..., n. Тогда система дифференциальных уравнений имеет n решений:  

1-е решение, соответствующее корню   = 1: 
; ..., , , 111

1121211111
t

nn
tt epxepxepx    

2-е решение, соответствующее корню   = 2: 
t

nn
tt epxepxepx 222

2222221212  ..., , ,     и т.д.; 
n-е решение, соответствующее корню   = n: 

. ..., , , 2211
t
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nn
nnn epxepxepx    

 
Таким образом, получили фундаментальную систему решений. Общее решение системы  

имеет вид: 
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Пример 1.  Найти общее решение системы дифференциальных уравнений: 
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Решение.  Данная система является линейной однородной системой дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. Решим её методом Эйлера.  

Составим характеристическое уравнение матрицы системы 
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 .  2 - 4 = 0.  

Его корни 1 = –2; 2 = 2 — характеристические числа матрицы.  
При 1 = –2 уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 
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(1; 1) — собственный вектор.  
При 2 = 2 уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 
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(1; – 1) — собственный вектор.  
Получаем фундаментальную систему решений: 

для  1 = – 2: х11 = е-2t, х21 = е-2t ; 
для  2 = 2: х12 = е2t, х22 = – е2t. 

Общее решение системы  имеет вид: 
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Пример 2.  Найти общее решение системы дифференциальных уравнений: 
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Решение. Данная система является линейной однородной системой дифференциальных 

уравнений третьего порядка с постоянными коэффициентами. Решим её методом Эйлера.  
Составим характеристическое уравнение матрицы системы: 
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  (1 – )(2 –  – 2) = 0. 
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Его корни 1 = – 1; 2 = 1; 3 = 2 — характеристические числа матрицы.  
При 1 = – 1  уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 
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(1; – 3; – 5) — собственный вектор.  
При 2 = 1 уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 
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(1; 1; 1) — собственный вектор.  
При 3 = 2 уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 
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(1; 0; 1) — собственный вектор.  
Получаем фундаментальную систему решений: 

для  1 = – 1:   х11 = е-t, х21 = – 3 е-t, х31 = – 5 е-t; 
для  2 = 1:   х12 = еt, х22 = еt, х32 = еt; 
для  3 = 2:   х13 = е2t, х23 = 0, х33 = е2t. 

Общее решение системы  имеет вид: 
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Пример 3. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений: 
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Решение.  Данная система является линейной однородной системой дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. Решим её методом Эйлера.  

Составим характеристическое уравнение матрицы системы: 
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 ( – 4) 2 + 9 = 0. 
Его корни 1,2 = 4  3i — комплексные, являются характеристическими числами матрицы. 

Найдём для них собственные векторы. 
При 1 = 4 + 3i уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 
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 р2 = i р1  (1; i) — собственный вектор.  
При 2 =  4 – 3i уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 
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Получаем фундаментальную систему решений: 
для  1 = 4 + 3i:    х11 = е(4+3i) t = е4t (cos 3t + i sin 3t),  х21 = i е(4+3i) t = е4t (– sin 3t + i cos 3t); 
для  2 = 4 – 3i:    х12 = е(4-3i) t = е4t (cos 3t – i sin 3t),  х22 = i е(4-3i) t = е4t (– sin 3t – i cos 3t). 

Общее решение системы имеет вид: 
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Введя замену: С1 + С2 = С1
*;  (С1 – С2) i  = С2

*, получим 
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Общее решение для комплексных корней характеристического уравнения можно найти 
другим способом. В решениях, соответствующих одному из  комплексных характеристиче-
ских чисел, отделим действительную и мнимую части: 

е(4+3i) t = е4t (cos 3t + i sin 3t) = е4t cos 3t + i е4t sin 3t; 
i е(4+3i) t = – е4t sin 3t + i е4t cos 3t. 

Получим линейно независимые частные решения: 
х11 = е4t cos 3t; 
х21 = – е4t sin 3t; 
х12 = е4t sin 3t; 
х22 = е4t cos 3t. 

Общее решение системы  имеет вид: 
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Заметим, что сопряжённое характеристическое число мы не рассматривали, т.к.  решения, 
соответствующие корню a – bi, линейно зависимы с решениями для корня a + bi. 

3.4.  Метод Лагранжа 
 

Метод Лагранжа или метод вариации произвольных постоянных применяется для реше-
ния линейных неоднородных систем дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами.  

Рассмотрим суть метода Лагранжа на примере системы трёх неоднородных дифференци-
альных уравнений с постоянными коэффициентами. 

Пусть дана система трёх линейных неоднородных дифференциальных уравнений с тремя 
неизвестными функциями, коэффициенты которой постоянные: 
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Пусть общее решение соответствующей однородной системы найдено и имеет вид: 
x С x С x С x
y С у С у С у
z С z С z С z
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 (7) 

Будем искать решение неоднородной системы в виде 



 75 

x С t x С t x С t x
y С t у С t у С t у
z С t z С t z С t z
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где С1(t), С2(t), С3(t) — неизвестные функции, которые нужно найти. 
Подставим (8) в (6), тогда первое уравнение системы (6) примет вид: 

()( 212211111111332211 xaxCzeybxaxCxCxCxC
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 ).()() 1313131332121 tfzeybxaxCzeyb 
 

Все выражения, стоящие в скобках, обратятся в ноль, т.к. (7) — решение соответствую-
щей однородной системы. Тогда получим 

).(1332211 tfxCxCxC   
Аналогично, после подстановки (8) в (6) второе и третье уравнения системы (6) примут вид: 

     C у C у C у f t1 1 2 2 3 3 2 ( ) , 

     C z C z C z f t1 1 2 2 3 3 3 ( ). 
Таким образом, получили систему трёх линейных относительно 321  , , CCC   уравнений. Она 

имеет решение, т.к. её определитель 
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в силу линейной независимости частных решений соответствующей однородной системы.  
Вычислим 321  , , CCC  . Затем, интегрируя эти выражения, найдём С1(t), С2(t), С3(t), а следо-

вательно, и решение (8) неоднородной системы (6). 
Пример 1. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений 
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Решение. Данная система является линейной неоднородной системой дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. Решим её методом Лагранжа.  

1. Сначала решим соответствующую однородную систему: 
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Из второго уравнения системы имеем: 
dt
dуx    

2

2

dt
уd

dt
dх  . Подставим эти выражения 

в первое уравнение однородной системы: 
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 у
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Получили линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка с посто-
янными коэффициентами. Запишем для него характеристическое уравнение  

k2 + 1 = 0. 
Его корни (D < 0)  k1,2 =  i — комплексные  сопряжённые числа (п. 2.3; случай 3;  = 0,  

 = 1). Следовательно, общее решение этого однородного уравнения имеет вид 
у = е0 t(С1 cos t + C2 sin t) = С1 cos t + C2 sin t. 
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Так как   
dt
dуx    х  = С1  sin t – С2 cos t. Таким образом, общее решение соответствующей 

однородной системы имеет вид 
х = С1  sin t – С2 cos t; 
у = С1 cos t + C2 sin t. 

2. Будем искать общее решение неоднородной системы в виде: 
х = С1 (t) sin t – С2 (t) cos t; 
у = С1 (t) cos t + C2 (t) sin t. 

Подставим эти выражения и их производные в данную неоднородную систему. После 
преобразований получим: 











.
cos

1sincos

     ;0cossin

21

21

t
tCtC

tCtC
  








        .1
     ; 

1

2

C
ttgC

 

Интегрируя, найдём: 








                      ,)(
     ;) (cos ln)(

11

22

CttC
CttC

 

где С1 , С2 — произвольные постоянные. 
Подставим эти значения в общее решение неоднородной системы, получим: 








          .sin)) (cos (lncos)(
          ;cos)) (cos (lnsin)(

21

21

tCttCty
tCttCtх

 
 

3.5. Метод неопределенных коэффициентов 
 

Метод неопределённых коэффициентов или метод подбора применяется для решения 
линейных неоднородных систем дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами (2) тогда, когда функции fi (х) (i = 1, ..., n), стоящие в правой части системы, имеют спе-
циальный вид: многочлены, экспоненциальные функции, синусы, косинусы, а также сумма 
или произведения этих функций. Исходя из вида правой части находят частное решение не-
однородной системы (табл. 2, п. 2.4). 

Метод неопределённых коэффициентов основан на следующей теореме:  
Общее решение линейной неоднородной системы (2) равно сумме общего решения соот-

ветствующей однородной системы и любого частного решения данной неоднородной сис-
темы. 

Пример 1.  Найти общее решение системы дифференциальных уравнений:  













      .sin5

          ;2

tx
dt
dх

ух
dt
dx

 

Решение.  Данная система является линейной неоднородной системой дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. Решим её методом подбора.  

1. Сначала найдём методом Эйлера общее решение соответствующей однородной системы: 













                      .0

               ;02

x
dt
dу

ух
dt
dx

 

Составим характеристическое уравнение матрицы системы 
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0
1

21






 . 

 2 –  – 2 = 0. 
Его корни ( характеристические числа матрицы) 1 = – 1;   2 = 2 — простые действитель-

ные числа.  
Общее решение однородной системы  имеет вид: 











.
 ;2

2
21

0

2
21

0

tt

tt

eCeCу
eCeCx  

2. Найдём частное решение неоднородной системы в виде (поскольку  f1(t) = 0,  f2 (t) =  
= – 5 sin t):  

х* = А cos t + В sin t; 
у* = С cos t + D sin t. 

Подставим эти выражения и их производные в данную неоднородную систему: 
– А sin t + В cos t = А cos t + В sin t + 2(С cos t + D sin t); 
– С sin t + D cos t = А cos t + В sin t – 5 sin t. 

Приравнивая коэффициенты при  cos t  и  sin t  в обеих частях равенств, получим: 

















        .
 ;5
;2
;2

AD
BC

CAB
DBA

  
















        .1
        ;2
        ;3
       ;1

D
C
B
A

 

Тогда частное решение неоднородной системы имеет вид:  
х* = – cos t + 3 sin t; 
у* = 2 cos t – sin t.  

3. Получим общее решение исходной неоднородной системы как сумму общего решения 
соответствующей однородной системы и частного решения данной неоднородной системы : 

х x х C e C e t t
у у у C e C e t t

t t

t t
     
      









0
1 2

2

0
1 2

2
2 3

2

*

*
cos sin ;

cos sin .
  

Пример 2.  Найти общее решение системы дифференциальных уравнений: 













.32

            ;

2tyx
dt
dу

tу
dt
dx

 
 

Решение. Данная система является линейной неоднородной системой дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. Решим её методом Лагранжа.  

1. Сначала решим методом Эйлера соответствующую однородную систему: 













.32

            ;

yx
dt
dу

у
dt
dx

 
 

Составим характеристическое уравнение матрицы системы: 

0
32

10






 . 

 2 – 3 + 2 = 0. 
Его корни 1 = 1; 2 = 2 — характеристические числа матрицы.  
При 1 = 1 уравнения для определения собственного вектора имеют вид 



 78 








.рр
рр 

022
  ;0

21

21  

 р1 – р2 = 0  р1 = р2  (1; 1) — собственный вектор.  
При 2 = 2 уравнения для определения собственного вектора имеют вид: 








.02
 02

21

21

рр
;рр 

 

 р2 = 2р1  (1; 2) — собственный вектор.  
Получаем фундаментальную систему решений: 

для  1 = 1: х11 = еt, х21 = еt; 
для  2 = 2: х12 = е2t,    х22 = 2е2t. 

Общее решение однородной системы  имеет вид: 








 .2
  ;

2
21

0

2
21

0

tt

tt

eCeCу
eCeCx  

2. Найдём частное решение неоднородной системы в виде (поскольку f1(t) = t, f2 (t) = – t2):  
х* = А t2 + В t + С; 
у* = D t2 + E t + F. 

Подставим эти выражения и их производные в данную неоднородную систему: 
2А t + В = D t2 + E t + F + t; 

2D t + E = – 2(А t2 + В t + С) +3 (D t2 + E t + F) – t2.  
  

2А t + В = D t2 + (E +1) t + F; 
2D t + E = (–2А + 3D – 1)t2 + (–2В + 3 E) t – 2С +3F. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях неизвестного  t  в обеих частях ра-
венств, получим: 
























        .32
    ;322
;1320

     ;
             ;12

                   ;0

FCE
EBD

DA
FB

ЕА
D

      





















              .2
      ;0

        ;2/7
        ;3

           ;2/1

Е
D
C

FB
A

 

Тогда частное решение неоднородной системы имеет вид:  











            .32

 ;
2
73

2
1

*

2*

tу

ttх  

3. Получим общее решение исходной неоднородной системы как сумму общего решения 
соответствующей однородной системы и частного решения данной неоднородной системы : 

х x х C e C e t t

у у у C e C e t

t t

t t

      

     







0
1 2

2 2

0
1 2

2

1
2

3 7
2

2 2 3

*

*

;

.

 

          

 

Задания для самостоятельного решения 

Решить системы дифференциальных уравнений (1—15): 

1. 







.43
,2
yxy

yxx  2. 







.4
,

yxy
yxx  3. 








.
,8

yxy
yxx  
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4. 







.
,32

xy
yxx  5. 








.
,

yxy
yxx  6.








xy
yxx ,2

  

7. 







yxy
yxx

44
,

 8. 







.23
,6
yxy

yxx  9. 







yxy
xx

4
,2

 

10. 







yxy
yxx ,

 11. 







.82
,23

yxy
yxx  12. 








.32
,4
yxy

yxx  

13. 







.5
,37

yxy
yxx  14. 








.4
,4
yxy

yxx  15. 







.58
,36
yxy

yxx  

Решить задачу Коши для следующих систем дифференциальных уравнений (16—18): 

16. 














1.y(0)2, x(0),4

,sin2

yx
dt
dy

tyx
dt
dx

 

 

17. 












,
;
;

yxz
zxy
zyx

    x (0) = 1; y (0) = –1; z (0) = 0. 

 

18. 














1.y(0)3, x(0),sin5

,2

tx
dt
dy

yx
dt
dx
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Глава 4.  ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
 

В настоящее время разработано большое количество методов решения дифференциальных 
уравнений через элементарные функции, однако на практике эти методы бывают или совсем 
невозможны, или слишком громоздки. Поэтому для решения практических задач созданы ме-
тоды приближенного решения дифференциальных уравнений. Условно эти методы делят на 
три группы в зависимости от формы представления решения: 

— аналитические методы, дающие приближенное решение в виде аналитического выра-
жения; 

— графические методы, дающие приближенное решение в виде графика; 
— численные методы, дающие приближенное решение в виде таблицы. 
Ниже рассматриваются следующие методы решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений: интегрирование дифференциальных уравнений с помощью формулы Тейлора, 
метод последовательных приближений (метод Пикара), метод Эйлера и его модификации, 
метод Рунге-Кутта. 

4.1. Интегрирование дифференциальных уравнений  
с помощью степенных рядов 

 
В некоторых  случаях, когда интегрирование дифференциального уравнения точными ме-

тодами невозможно, его решение ищут в виде степенного ряда: 

y(x) = n

n
n xxC )( 0

0






. 

Неопределённые коэффициенты Сn находят подстановкой ряда в исходное уравнение, 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях разности х – х0 в обеих частях полу-
ченного равенства. Если удаётся найти все коэффициенты ряда, то полученный ряд опреде-
ляет решение во всей своей области сходимости. 

 
Рассмотрим подробнее суть метода на примере решения обыкновенного дифференциаль-

ного уравнения первого порядка.  
Пусть задано обыкновенное, разрешённое относительно производной, дифференциальное 

уравнение первого порядка  
у' = f (x, y) (1) 

с начальным условием  
у(х0) = у0. (2) 

Пусть правая часть уравнения (1) является в точке (х0, у0) аналитической функцией, то есть 
может быть разложена в степенной ряд в некоторой окрестности этой точки. Тогда существу-
ет единственное решение y = y(x) заданного уравнения (1) с начальным условием (2). Это 
решение также будет являться аналитическим в точке х0 и может быть представлено в виде 
ряда Тейлора: 

y(x) = k

k

k

xx
k

xy
)(

!

)(
 0

0

0

)(






, (3) 

где hxx  0 ,  h — некоторое положительное число; k — целое неотрицательное число. 
Значения производных у(k)( х0) в разложении (3) находят следующим образом: последова-

тельно дифференцируют по х уравнение (1) у' = f (x, y) 
yffy yx   = , (4) 
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yfyfyffy yyyxyxx  22 , 
........................................ 

подставляют начальное условие (2) в формулы (4): 
...  ),(  ),(  ),( 000 xyxyxy   

На практике ряд (3) обрывают на каком-либо члене и ищут приближённое решение в виде 
многочлена некоторой степени. 

Аналогично с помощью ряда Тейлора можно интегрировать и дифференциальные уравне-
ния высших порядков. 

 
Пример.   
1. Найти приближённое решение дифференциального уравнения у' = х – 2у, удовлетво-

ряющее начальному условию у(0) =0, в виде многочлена пятой степени.  
2. Найти численное решение (в виде таблицы) данного дифференциального уравнения на 

[0, 1] с шагом h = 0,1 , округляя результат до 0,001. 
3. Найти точное решение и сравнить его с приближённым. 
Решение.  
1. Будем искать приближённое решение данного дифференциального уравнения в виде (3): 

... )(
!3

 )(
!2

  )(
!1

    3
0

02
0

0
0

0
0 








 xxyxxyxxyyy  

Так как у0 = 0, тогда:  
у0' = 0; 

1)2(1
00 

x
yy ; 

22 
00 

x
yy ; 

42
00 

x
IV yy ; 

82
00 

x
IVV yy . 

Подставив найденные значения производных в уравнение (3), получим требуемое при-
ближённое решение в виде многочлена пятой степени: 

!5
8

!4
4

!3
2

!2

5432 xxxxy   = 
15632

5432 xxxx
 . (5) 

2. Найдём приближённое решение данного дифференциального уравнения в виде табли-
цы.  

Подставив в  решение (5) значения аргумента х из промежутка [0, 1] с шагом h = 0,1, полу-
чим численное решение данного уравнения на указанном промежутке. Запишем его, округляя 
результат до 0,001, в виде табл. 3. 

Таблица 3 
 

х 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

у 0 0 0,018 0,037 0,062 0,092 0,124 0,159 0,196 0,232 0,267 

 
3. Найдём точное решение и сравним его с приближённым. Данное уравнение у' = х – 2у, 

или у' + 2у – х = 0, является линейным дифференциальным уравнением первого порядка. Ре-
шим его методом Бернулли.  

 
Пусть  y = u v, тогда имеем   xuvvuvu  2 = 0. Сгруппируем члены, содержащие u в 

первой степени, получим  
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xvuvvu  )2( = 0. 
Полагаем vv 2 = 0, 

откуда dx
v
dv 2 . 

Интегрируем: 

  dx
v
dv 2 , 

откуда находим                                       ln   = – 2x    
xeхv 2)(   

(постоянную интегрирования не вводим, так как достаточно найти какое-либо частное реше-
ние этого вспомогательного уравнения). 

Для нахождения u имеем уравнение xeu x  2 , или xexu 2 . Разделяем переменные:  
dxexdu x2 ,  

интегрируем по частям:  









 
 

 dxexe

evdxdu

dxedvxu

duvvudvu

dxexdu xx

x

xx 22

2
11

2
11

111111

2

2
1

2
1

2
1    ;

;    ;

;

Ceex xx  22

4
1

2
1 . 

Таким образом находим функцию u(x):  

Ceexu xx  22

4
1

2
1 .  

Подставив найденные значения функций u = u (x) и  v = v (x) в уравнение y = u v , получим 
общее решение данного уравнения: 

y = u v = ( Ceex xx  22

4
1

2
1 ) xe 2 = Cex x2

4
1

2
1  . 

Используя начальное условие у (0) = 0, получаем  0 = C
4
1 , откуда С = 

1
4

.  

Следовательно, искомое частное (точное) решение имеет вид  

у = xex 2

4
1

4
1

2
1  . (6) 

Сравнение приближённого решения (5) данного дифференциального уравнения с точным 
(6) на промежутке [0, 1] проведём с помощью компьютера. Для этих целей используем мате-
матическую систему MathCAD фирмы-разработчика MathSoft. Результаты сравнения пред-
ставлены на рис. 13.  
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Сравнение приближённого и точного решений 
дифференциального уравнения у ' =x -2y на  [0,1] 

в системе MathCad

- приближённое решение диф. 
уравнения в виде многочлена пятой 
степени;

y1 x( )
x2

2

x3

3

x4

6

x5

15

y x( )
x
2

1
4

e 2 x 1
4


- точное решение диф. уравнения;

x 0 0.1 1 - задание промежутка изменения аргумента;

x

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

y1 x( )

0

4.683 10 3

0.018
0.037
0.062
0.092
0.124
0.159
0.196
0.232
0.267

y x( )

0

4.683 10 3

0.018
0.037
0.062
0.092
0.125
0.162

0.2
0.241
0.284

y1 x( ) y x( )

0

2.16 10 8

1.345 10 6

1.491 10 5

8.157 10 5

3.032 10 4

8.826 10 4

2.171 10 3

4.719 10 3

9.341 10 3

0.017

- табличное 
представление 
приближённого у1(х) и 
точного у(х) решений 
данного уравнения на 
отрезке [0,1] с шагом 0.1

y1 x( )

y x( )

x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.1

0.2

0.3

- графики приближённого у1(х) и точного у(х) решений  уравнения  
 

 
 

Рис. 13 
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4.2.  Метод последовательных приближений 
Метод последовательных приближений (или метод Пикара) является аналитическим, т. е. 

позволяет получить приближённое решение задачи Коши, определяемой дифференциальным 
уравнением (1) с начальным условием (2), в виде формулы. Возник метод в связи с 
доказательством теоремы существования и единственности решения задачи Коши (гл. 1). 

Пусть в условиях данной теоремы требуется найти решение уравнения (1) с начальным 
условием (2). Проинтегрируем обе части уравнения (1) от х0  до  x: 

 
x

x

y

y

dxyxfdy
00

),( ,  откуда  

у(х) = у0  + 
x

x

dxyxf
0

),( .  (7) 

Очевидно, что решение интегрального уравнения (7) будет удовлетворять уравнению (1) и 
начальному условию (2). Действительно, при х  = х0  получим 

у(х0) = у0  + 
0

0

),(
x

x

dxyxf  = у0. 

Применим к интегральному уравнению (7) метод последовательных приближений. 
Заменим в равенстве (7) неизвестную функцию у данным значением у0, получим первое 
приближение 

у1(х) = у0 + 
x

x

dxyxf
0

),( 0 . 

Заметим, что интеграл в правой части содержит только одну переменную х, поэтому 
аналитическое выражение первого приближения у1(х) будет являться функцией, зависящей  
от х. Заменим теперь в равенстве (7) неизвестную функцию у найденным значением у1(х), 
получим второе приближение 

у2(х) = у0  + 
x

x

dxyxf
0

),( 1  

и т. д. В общем случае итерационная формула имеет вид 

уn(х) = у0  +  

x

x
n dxyxf

0

),( 1      ( n =1, 2, ...). (8) 

Применив неоднократно формулу (8), получим последовательность функций  
у1(х),  у2(х), ... ,  уn(х), ... . (9) 

Можно доказать [1, 2, 3], что эта последовательность сходится и  
)(lim xynn 
= у(х), 

т.е. предел последовательности является решением интегрального уравнения (7), а следова-
тельно, и дифференциального уравнения (1) с начальным условием (2). Это означает, что k-й 
член последовательности (9) является приближением к точному решению уравнения (1)  
с определённой степенью точности.  

Погрешность k-го приближения можно оценить формулой 

)!1(
 )()(  

1






k
dMLxyxy

k
k

k , (10) 

где L — постоянная Липшица;  М — верхняя грань модуля функции f, т.е. Myxf ),( ;  
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величина d для определения окрестности dxx  0  вычисляется по формуле 

) ,( min
M
bad  , числа а и b — из неравенства Липшица (гл. 1). 

Пример 1.  Найти три последовательных приближения решения дифференциального урав-

нения у' = x + y2, удовлетворяющего начальному условию  у (0) = 1. 

Решение.  В качестве начального приближения возьмём  

у0 = у (0)  = 1,  

тогда:  

первое приближение  у1(х) = у0  + 
x

x

dxyxf
0

),( 0  = 1 +  
x

dxx
0

)1( , 

второе приближение  у2(х) = у0  + 
x

x

dxyxf
0

),( 1  = 1 +  
x

dxxyx
0

2
1 )))((( , 

третье приближение  у3(х) = у0  + 
x

x

dxyxf
0

),( 2  = 1 +  
x

dxxyx
0

2
2 )))((( . 

Вычисления интегралов и построение графиков полученных функций у1(х), у2(х), у3(х) 

проведём в системе MathCAD. Результаты решения представлены на рис. 14.  

 

Оценим погрешность третьего приближения.  

Для определения области G, заданной неравенствами (6), примем а = 1, b = 2.  Получим  

G: – 1   х   1,  – 1   y   3.  

В прямоугольнике G функция   

f (x, y) = x + y2  

определена и непрерывна, причём:     f yy 2 , 

6 =  2 max ),( max
31

yyxfL
yy


 , 

10=    max ),(  max 2

31
11

y+xyxfM
y
x



 , 

) ,( min
M
bad   = 

1
5

 . 

По формуле (10) получим 

144,0  
!4

1
5
1106   )()(  

4
3

3 





 xyxy . 
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Пример решения дифференциального уравнения у ' =x +y^2, 
             у(0) = 1 методом Пикара в системе MathCad

y1 x( ) 1
0

x
t1 t( ) d 1 x 1

2
x2 - первое приближение;

y2 x( ) 1

0

x
tt 1 t 1

2
t2

2
d 1

3
2

x2 2
3

x3 1
20

x5 x 1
4

x4

- второе приближение;

- третье 
приближение;y3 x( ) 1

0

x
tt 1

3
2

t2 1
20

t5 1
4

t4 2
3

t3 t
2
d

1 x 13
30

x6 3
2

x2 233
1260

x7 1
400

x10 31
2160

x9 1
4400

x11 13
12

x4 49
60

x5

29
480

x8 4
3

x3

x 0 0.1 1 - задание промежутка изменения аргумента;

y1 x( )

y2 x( )

y3 x( )

x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

2

4

6

8

- графики полученных приближений  
 

 
Рис. 14 

 
Заметим, что в программе MathCAD для вычисления интегралов с переменным верхним 

пределом интегрирования, необходимо выполнить следующие действия: 
1) записать интеграл и выделить его в рамку; 
2) выбрать команду Evaluate (Вычислить) из меню опции Simbolic (Символика) главного 

меню. 
Существует и другой способ вычисления несобственных интегралов в программе 

MathCAD, по которому следует: 
1) записать интеграл и выделить его в рамку; 
2) выбрать команду Simplify (Упростить) из меню опции Simbolic (Символика) главного 

меню. 
 
Пример 2.  Найти пять последовательных приближений решения дифференциального 

уравнения 
у' = х – 2у,  

удовлетворяющего начальному условию у(0) = 0.  
Сравнить полученные приближения с точным решением. 

Решение. В качестве начального приближения возьмём  
у0 = у(0)  = 0.  

Решение данного уравнения, проведённое  в системе MathCAD, показано на рис. 15. 
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Пример решения дифференциального уравнения у ' =x -2y,     

у(0)=0 методом Пикара в системе MathCad

- первое приближение;y1 x( )
0

x
tt d 1

2
x2

y2 x( )
0

x
tt t2 d 1

2
x2 1

3
x3 - второе приближение;

y3 x( )

0

x
tt t2 2

3
t3 d 1

2
x2 1

3
x3 1

6
x4 - третье приближение;

- четвёртое 
приближение;

y4 x( )

0

x
tt t2 2

3
t3 1

3
t4 d 1

2
x2 1

3
x3 1

15
x5 1

6
x4

y5 x( )
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x

tt t2 2
3

t3 1
3

t4 2 t5

15
 d 1

45
x6 1

2
x2 1

3
x3 1

6
x4 1

15
x5

- пятое 
приближение;y x( ) 1

2
x 1

4
1
4

e 2 x - точное решение;

x 0 0.1 1 - задание промежутка изменения аргумента;

y1 x( )

y2 x( )

y3 x( )

y4 x( )
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y x( )

x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.1
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- графики полученных приближений  
 

 
Рис. 15 
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4.3. Метод Эйлера 
Метод Эйлера относится одновременно к численным и к графическим методам решения 

дифференциальных уравнений.  
Суть метода заключается в том, что искомую интегральную кривую y = y(x) заменяют ло-

маной M0M1M2 ..., звенья которой являются касательными к интегральным кривым (рис. 16). 
 

 
 

Рис. 16 

Пусть требуется решить задачу Коши, т.е. найти решение дифференциального уравнения 
(1) с начальным условием (2) в виде функции y = y (x). Выбрав шаг h, построим, начиная  
с точки х0, систему равноотстоящих точек: 

хi = х0 + ih          ( i = 0, 1, 2, ... ).  
Вместо искомой интегральной  кривой y = y (x) на отрезке [х0, х1] рассмотрим отрезок ка-

сательной L1 к ней в точке М0 (х0, y0). Уравнение касательной L1, в силу (1), имеет вид 
y = y0 + f (х0, y0) (х – х0).  

При х = х1 из уравнения касательной L1 получим  
y1= y0 + hf (х0, y0),  

откуда видим, что приращение функции на первом шаге имеет вид 
у0 = hf (х0, y0). 

Аналогично, проводя касательную L2 к некоторой интегральной  кривой семейства в точке 
М1(х1, y1), получим 

y = y1 + f (х1, y1) (x – х1). 
При х = х2 имеем y2 = y1 + hf (х1, y1), т.е. y2  получается из y1 добавлением приращения 

у1= hf (х1, y1). 
Таким образом, значения искомой функции y(x) могут быть определены по формулам: 

yi+1 = yi + уi,      уi = hf (хi, yi), (11) 
где i = 0,1,2, ... , которые называются вычислительными формулами метода Эйлера.  

При этом искомую интегральную кривую y = y (x), проходящую через точку М0 (х0, y0), 
приближённо заменяем так называемой ломаной Эйлера  M0M1M2 ..., звенья которой MiMi+1 

прямолинейны между прямыми  x = xi,  x = x i+1 и имеют подъём 

 y = y(x) 

              x0      x1                   x2                                                                                                   x 

 y 
 
 
 
  
 y2 
 

  y1 

 
 
        
   
 

L1 L3 

M0 

M1 

 M2 

L2 

0 

у0
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),(1
ii

ii yxf
h

yy


 . 

Метод Эйлера является простейшим численным методом, удобным в применении, однако 
он имеет ряд существенных недостатков. Основной из них — малая точность. Она равна по-
рядку h2, причём с каждым шагом погрешность возрастает, т.е. происходит систематическое 
накопление ошибок. Поэтому на практике часто используют способ двойного счёта — с ша-
гом h и с шагом h/2. Совпадение десятичных знаков в полученных двумя способами резуль-
татах даёт естественные основания считать их верными. 

Пример.  
1. Найти методом Эйлера численное решение дифференциального уравнения  

у' = x3 + y,  удовлетворяющее начальному условию у (0) = 1, на отрезке [0, 1] с шагом h = 0,1. 
2. Найти точное решение уравнения у' = x3 + y и сравнить его с приближённым на отрезке 

[0, 1]. 
Решение.  
1. Для данного уравнения вычислительные формулы (11) имеют вид: 

yi+1 = yi + уi,              уi = 0,1 (хi
3 + yi),      

где  i = 0,1,2, ..., 10.  
Учитывая, что погрешность метода имеет порядок h2 = 0,01, достаточно в промежуточных 

результатах брать три цифры после запятой, а во всех yi   сохранять только две цифры. 
Результаты вычислений оформим в виде таблицы. 

Таблица 
i хi yi yi = hf (хi, yi) = 0,1(хi

3 + yi) 
0 0 1 0,1 
1 0,1 1,1 0,110 
2 0,2 1,21 0,122 
3 0,3 1,33 0,136 
4 0,4 1,47 1,634 
5 0,5 1,62 0,175 
6 0,6 1,79 0,201 
7 0,7 1,99 0,233 
8 0,8 2,22 0,273 
9 0,9 2,49 0,322 

10 1 2,82 — 

 

2. Данное уравнение у' = x3 + y  является линейным дифференциальным уравнением пер-
вого порядка. Решим его методом Бернулли.  

Полагая y = u v, имеем 
3xuvvuvu  = 0.  

Сгруппируем члены, содержащие u в первой степени, получим 
3)( xvuvvu   = 0. 

Полагаем vv  = 0, откуда dx
v
dv

 . Интегрируя, находим xv ln , или xev  (постоянную 

интегрирования не вводим, так как достаточно найти какое-либо частное решение этого 
вспомогательного уравнения). 

Для нахождения u имеем уравнение  
3xeu x  , 
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или  
xexu  3 .  

Разделим переменные, получим dxexdu x 3 , откуда 

dxexdu x 
3

. 

Интегрируем по частям три раза: 

   )2(33 2323 xdxexexedxxexeu xxxxx    )(63 23 dxexeexxe xxxx  

Cxxxe x   )663( 23 .  
Таким образом, общее решение данного уравнения 

y = u v = xx eCxxxe   ))663(( 23 , 
или y = 663 23  xxxCe x . 

Используя начальное условие у (0) = 1, получим 1 = - 6 + С, откуда С = 7. Следовательно, 
искомое частное (точное) решение имеет вид  

у = 6637 23  xxxe x . 
Вычислим значения полученного точного решения на отрезке [0, 1] с шагом h = 0,1. Ре-

зультаты округлим до 0,01 и запишем в таблицу. 
Таблица 

i хi 
Приближённые  

значения yi 

Точные  
значения y(хi) 

0 0 1 1 
1 0,1 1,1 1,11 
2 0,2 1,21 1,22 
3 0,3 1,33 1,35 
4 0,4 1,47 1,5 
5 0,5 1,62 1,67 
6 0,6 1,79 1,86 
7 0,7 1,99 2,08 
8 0,8 2,22 2,35 
9 0,9 2,49 2,66 
10 1 2,82 3,03 

 

Сравнение приближённого (численного) решения данного дифференциального уравнения 
с точным на промежутке [0, 1] проведём с помощью системы MathCAD. 

Результаты сравнения, а также численное решение данного уравнения, проведённое 
методом Эйлера в системе MathCAD, представлены на рис. 17. 
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Пример решения дифференциального уравнения у ' = y + x^3, 
у(0)=1 методом Эйлера в системе MathCad

f x y( ) y x3 - задание правой части уравнения;

x 0 0.1 1 - задание промежутка изменения аргумента;

i 0 9 - задание цикла; h 0.1 - задание шага;
x

0

y
0

0

1
- задание начальных условий в векторном виде;

- задание вычислительных формул;
xi 1

yi 1

xi h

yi h f xi yi

- точное решение;y1 x( ) 7 ex x3 3 x2 6 x 6

Результаты вычислений: y1 xi

1
1.105
1.222
1.352
1.499
1.666
1.859
2.083
2.347
2.658

yi y1 xi

0

5.196 10 3

0.012
0.02

0.031
0.045
0.063
0.087
0.116
0.153

- значения прибли- 
жённого у и точного 
у1(х) решений на 
[0,1] с шагом  
h = 0.1;

Графики точного и 
приближённого 
решений на [0,1]:

x

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

 y

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1
1.1
1.21
1.332
1.468
1.621
1.796
1.997
2.231
2.505
2.828



yi

y1 xi

xi
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

1.5

2

2.5

3

 
 

Рис. 17 
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4.4.  Модификации метода Эйлера 
Существуют различные уточнения метода Эйлера, повышающие его точность. Цель мо-

дификаций — более точно определить направление перехода из точки (хi, yi) в точку (хi+1, 

yi+1). Так, метод Эйлера-Коши предлагает вычислять значения искомой функции y(x) по фор-

мулам: 
*

1iy = yi + Дуi,    Дуi = hf (хi, yi),  

yi+1 = yi + h
2

),(),( *
11 

 iiii yxfyxf ,        i = 0,1,2, ... . 

Геометрически это означает, что мы определяем направление интегральной   кривой  в  ис-

ходной  точке  (хi, yi) и во вспомогательной точке (хi+1, *
1iy ). В качестве окончательного берём 

среднее этих направлений. 

Другой модификацией метода Эйлера является усовершенствованный метод ломаных, при 

котором сначала вычисляют промежуточные значения: 

22
1

hxx ii



,   ),(

22
1 iiii

yxfhyy 


 

и находят значение направления поля интегральных  кривых в средней точке (
2
1

i
x , 

2
1

i
y ), т.е.  

2
1

i
f  = f (

2
1

i
x , 

2
1

i
y ),  а затем полагают   

yi+1 = yi + h
2
1

i
f . 

Метод Эйлера и его модификации являются простейшими представителями конечно-

разностных методов (шаговых методов) для приближённого решения задачи Коши.  

Поскольку описанные методы предполагают повторяющиеся вычисления на каждом шаге, 

то они легко программируются и могут быть реализованы на компьютере. 

На рис. 18 и 19 показаны решения дифференциального уравнения у' = x3 + y, удовлетво-

ряющего начальному условию у(0) = 1, полученные модифицированными методами Эйлера 

(методом Эйлера-Коши и усовершенствованным методом ломаных) с помощью системы 

MathCAD. 
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Пример решения дифференциального уравнения у ' = y + x^3, 

у(0)=1 методом Эйлера-Коши в системе MathCad

f x y( ) y x3 - задание правой части уравнения;

x 0 0.1 1 - задание промежутка изменения аргумента;

i 0 9 - задание цикла; h 0.1 - задание шага;

x0

y0

0

1
- задание начальных условий в векторном виде;

- вычислительные 
формулы;

xi 1

yi 1

xi h

yi
h
2

f xi yi f xi h yi h f xi yi

Результаты вычислений:

- численное решение у = у(х) 
на [0,1] с шагом  h = 0.1;

yi

x
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

1.5

2

2.5

3

x

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

 y

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1
1.10505
1.22154
1.35159
1.49819
1.66527
1.8578
2.08189
2.34496
2.65579
3.02474



График 
полученного   
решения

 
 

 
Рис. 18 
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Пример решения дифференциального уравнения у ' = y + x^3, 
у(0)=1 методом ломаных в системе MathCad

f x y( ) y x3 - задание правой части уравнения;

x 0 0.1 1 - задание промежутка изменения аргумента;

i 0 9 - задание цикла; h 0.1 - задание шага;

x0

y0

0

1
- задание начальных условий в векторном виде;

- задание 
вычислительных формул;

xi 1

y i 1

xi h

yi h f xi
h
2

yi
h
2

f xi y i

Результаты вычислений:

- численное решение у = у(х) 
на [0,1] с шагом  h = 0.1;

yi

xi

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1

1.5

2

2.5

3
x

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

 y

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1
1.10501
1.22138
1.35123
1.49753
1.6642
1.85621
2.07965
2.34192
2.65179
3.01961



График 
полученного   
решения

 
 

 
Рис. 19 
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4.5. Метод Рунге-Кутта 
Рассмотренный выше метод Эйлера относится к семейству методов Рунге-Кутта и являет-

ся их простейшим частным случаем (методом первого порядка точности). Наиболее извест-

ным из методов Рунге-Кутта является классический четырёхэтапный метод четвёртого по-

рядка точности. Его расчётные формулы для решения задачи Коши, определённой уравне-

ниями (1) и (2), имеют вид: 

yi+1 = yi + уi;   уi = 
6
1  ( k1

(i)+ 2k2
(i)+ 2k3

(i)+ k4
(i)

 ), (12) 

где   k1
(i)

 = h f (хi, yi);  

  k2
(i)

 = h f (хi + 
h
2

,  yi +
k i

1

2

( )
); 

k3
(i)

 = h f (хi + 
h
2

,  yi +
k i

2

2

( )
);    

k4
(i)

 = h f (хi + h,  yi + k3
(i) ),    i = 0,1,2, ... . 

Погрешность метода на каждом шаге является величиной порядка h5. 

Геометрический смысл использования метода Рунге-Кутта с вычислительными формула-

ми (12) состоит в следующем (рис. 20). 

      
Рис. 20 

Из начальной точки  М0 (х0, y0) сдвигаются в направлении, определяемом углом  1, для 

которого tg  1= f (х0, y0). Идут в этом направлении на полшага, т.е. до вертикальной прямой  

х = х0 + 
2
h . На этом  направлении выбирается точка Р1 с координатами 

M0 

   y 
 
 
 
 
 
 
 
  y0 

P1 

P2 M1 

P3 

M2 

0                 x0                                x1                            x2                                                      x 
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









2
;

2

)0(
1

00
kyhx  

Затем из точки М0 (х0, y0) сдвигаются в направлении, определяемом углом  2, для которого 

tg  2 =  f (х0 + 
h
2

,  y0 + 
k1

0

2

( )
), и на этом направлении выбирается точка Р2  с координатами  











2
;

2

)0(
2

00
kyhx . 

Далее из точки М0 (х0, y0) сдвигаются в направлении, определяемом углом  3, для которо-

го tg  3 = f 









2
;

2

)0(
2

00
kyhx . На этом направлении выбирается точка Р3 с координатами  

(х0 + h,  y0 + k3
(0) ). Этим задаётся ещё одно направление, определяемое углом  4, для ко-

торого tg  4 = = f (х0 + h, y0 + k3
(0)). Четыре полученных направления усредняются в соответ-

ствии с формулой 

y0 = 
1
6

( k1
(0)+ 2k2

(0)+ 2k3
(0)+ k4

(0)
 ).  

На этом окончательном направлении и выбирается очередная точка М1 с координатами 
(х1, y1) =  (х0+ h, y0 + 0у ). 

Теперь, уже исходя из точки М1, все построения с помощью усреднений направлений по-
вторяют сначала. Идут в новом усреднённом направлении до вертикальной прямой х = х2, 
получают точку М2 (х2, y2) и т.д. 

Эффективная оценка метода Рунге-Кутта затруднительна [2, 4]. Поэтому для определения 
правильности выбора шага h на практике обычно на каждом этапе из двух шагов применяют 
двойной пересчёт, а именно: исходя из текущего верного значения y(хi) вычисляют величину 
y(хi + 2h) двумя способами: один раз с шагом h, другой раз — с двойным шагом 2h.  

Если расхождение полученных значений не превышает допустимой погрешности, то шаг 
h для данного этапа выбран правильно и полученное с его помощью значение можно при-
нять за y (хi + 2h). В противном случае шаг уменьшают в два раза. 

На практике при вычислениях по формулам (15) обычно пользуются схемой, приведённой 
в таблице. 

Таблица 
i x Y k = h f (х, y) у 

0 

х0 

х0 + 
2
h  

х0 + 
2
h  

х0 + h 

y0 

y0 + 
2

)0(
1k  

y0 + 
2

)0(
2k  

y0 + k3
(0) 

k1
(0) 

k2
(0) 

k3
(0) 

k4
(0) 

k1
(0) 

2k2
(0) 

2k3
(0) 

k4
(0) 

— — — — 06
1 y  

1 х1 y1 . . . . . . 
 
Пример.  Найти методом Рунге-Кутта решение дифференциального уравнения у' = x3 + y,  

удовлетворяющего начальному условию у(0) = 1, на отрезке [0, 1] с шагом h = 0,1.  
Решение.  Учитывая, что погрешность метода имеет порядок h5 = 0,00001, в промежуточ-

ных результатах следует брать пять цифр после запятой, а во всех yi сохранять только четыре 
цифры. Результаты вычислений оформим в виде таблицы. 
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Таблица 
i х y k = 0,1(х3 + y)  y 
0 
 

0 
0,05 
0,05 
0,1 

1 
1,05 

1,0525 
1,1053 

0,1 
1,10501 
1,10526 
1,11063 

0,1 
0,21003 
0,21053 
0,11063 

    0,1052 
1 0,1 

0,15 
0,15 
0,2 

1,1052 
1,1604 
1,1634 
1,2219 

0,11062 
0,11637 
0,11668 
0,11136 

0,11062 
0,23278 
0,21121 
0,11136 

    0,10556 
2 
 

0,2 
0,25 
0,25 
0,3 

1,2218 
1,2717 
1,2752 
1,3399 

0,12188 
0,12874 
0,12908 
0,13669 

0,12188 
0,25747 
0,25816 
0,13669 

    0,12903 
3 0,3 

0,35 
0,35 
0,4 

1,3520 
1,4081 
1,4124 
1,4853 

0,13668 
0,1451 
0,14552 
0,15493 

0,13668 
0,2902 
0,29105 
0,15493 

    0,14548 
4 
 

0,4 
0,45 
0,45 
0,5 

1,4988 
1,5628 
1,568 

1,6512 

0,15493 
0,16539 
0,16591 
0,17762 

0,15493 
0,33078 
0,33182 
0,17762 

    0,16586 
5 0,5 

0,55 
0,55 
0,6 

1,6661 
1,74 

1,7465 
1,8425 

0,17762 
0,19064 
0,19132 
0,20585 

0,17762 
0,38128 
0,38258 
0,20585 

    0,19122 
6 
 

0,6 
0,65 
0,65 
0,7 

1,8588 
1,9618 
1,9699 
2,0826 

0,20584 
0,22199 
0,2228 
0,24082 

0,20584 
0,44399 
0,4456 
0,24082 

    0,22271 
7 0,7 

0,75 
0,75 
0,8 

2,0833 
2,1855 
2,1955 
2,3268 

0,24081 
0,26074 
0,26173 
0,28388 

0,24081 
0,52148 
0,52347 
0,28388 

    0,26161 
8 0,8 

0,85 
0,85 
0,9 

2,3468 
2,4898 
2,5021 
2,6585 

0,28589 
0,3104 
0,31162 
0,33875 

0,28589 
0,62079 
0,62324 
0,33875 

    0,31145 
9 0,9 

0,95 
0,95 

1 

2,6582 
2,8545 
2,8695 
3,0566 

0,34129 
0,37119 
0,37269 
0,40566 

0,34129 
0,74238 
0,74537 
0,40566 

    0,37245 
10 1 3,0280   
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Соответствующее решение данного дифференциального уравнения, полученное методом 
Рунге-Кутта в системе MathCAD, представлено на рис. 21. 

 
 

Пример решения дифференциального уравнения у ' = y + x^3, 
у(0)=1 методом Рунге-Кутта в системе MathCad

f x y( ) y x3 - задание правой части уравнения;

x 0 0.1 1 - задание промежутка изменения аргумента;

i 0 9 - задание цикла; h 0.1 - задание шага;
k1 x y( ) h f x y( ) k2 x y( ) h f x h

2
y k1 x y( )

2


k3 x y( ) h f x h
2

y k2 x y( )
2

 k4 x y( ) h f x h y k3 x y( )( )

k x y( ) k1 x y( ) 2 k2 x y( ) 2 k3 x y( ) k4 x y( )( )
6

x0

y0

0
1 - задание начальных условий в векторном виде;

- вычислительные 
формулы;

xi 1

y i 1

xi h

y i k xi yi

Результаты вычислений:

- численное решение у = у(х) 
на [0,1] с шагом  h = 0.1;

yi

xi

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1

1.5

2

2.5

3x

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1

 y

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1
1.1052
1.22182
1.35201
1.49877
1.66605
1.85883
2.08327
2.34678
2.65822
3.02797



График 
полученного   
решения

 
 

Рис. 21 
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Лабораторная работа 

«Численные методы решения задачи Коши  
для обыкновенных дифференциальных уравнений» 

Задание 1.  
1. Для заданного дифференциального уравнения первого порядка у' = f (x, y) c начальным 

условием у (a) = c найти приближённое решение в виде многочлена пятой степени.  
2. Найти численное решение данного дифференциального уравнения на отрезке [a, b] с 

шагом интегрирования h, округляя результат до 0,001.  
3. Найти точное решение заданного дифференциального уравнения у' = f (x, y) и сравнить 

его с приближённым на отрезке [a, b]. Построить графики полученных решений. 
Исходные данные для 15-ти вариантов содержатся в таблице. 

Вариант f (x,y) a  b  с h  

1 
x
yxtg

2cos
   0 1 0 0,1 

2 21
arcsin

x
xyxx


  0 1 1 0,1 

3 
x
yxx  cos  0 2 0 0,1 

4 
x

yx
cos
sin1    2 0 /10 

5 
x
yyx 42  1 2 3 3

1  0,1 

6 
x

y
x
ytgx 

 1 3 
2
  0,2 

7 4 + 2)(
x
y

x
y   1 2 2 0,1 

8 x
y

e
x
y
  1 2 0 0,2 

9 
1


x

x

e
e  0 2 0 0,1 

10 xy
y
cosln 

 0 2 1 0,2 

11 21 x
y


  1 2 0 0,2 

12 –
ye

ytge
x

x

2sec)1(
 3


  0 1 /4 0,1 

13 –
y y

x



ln3

1
 16

15


 
16
1  е 0,1 

14 
)1(
)1(

42

6

xy
yx



  0 1 1 0,1 

15 
y
x

sin1
2cos1




  
4
  

4
5 0 0,3 
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Указания к выполнению задания 1 
1. Для того, чтобы получить приближённое решение заданного дифференциального урав-

нения в виде многочлена пятой степени, используйте формулу (3) при k = 0, 1, ..., 5. 
2. При выборе метода для вычисления точного решения учитывайте то, что дифференци-

альные уравнения вариантов 1- 4 являются линейными дифференциальными уравнениями, 
уравнение 5-го варианта — уравнение Бернулли, уравнения 6-8-х вариантов — однородные 
дифференциальные уравнения, а уравнения 9-15-х го вариантов — дифференциальные урав-
нения с разделяющимися переменными. 

3. Для сравнения точного и приближённого решений заданного дифференциального урав-
нения сначала составьте таблицы их значений на отрезке [a, b], затем постройте на этом же 
отрезке графики полученных решений. 

Задание 2. Решить задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения пер-
вого порядка у' = f (x, y) на отрезке [a, b]  при заданном начальном условии у(a) = c и шаге 
интегрирования h: 

1)   методом Эйлера с шагом 2h и с шагом h; 
2)   модифицированным методом Эйлера (методом Эйлера - Коши или усовершенствован-

ным методом ломаных); 
3)   методом Рунге-Кутта с шагом 2h и с шагом h. 
Результаты округлить до 0,0001. Сравнить полученные разными методами решения. По-

строить графики полученных решений. 

Вариант f (x,y) a  b  с h  
1 2 – sin(x + y)2 2 3 2,3 0,1 
2 cos(1,5x – y2) – 1,3 – 1 1 0,2 0,2 
3 cos(1,5y + x2) + 1,4 1 2 0,9 0,1 
4 cos(0,6 + y) + 2,5x 1 3 1,5 0,2 
5 1,5 + sin(x + y) 1,5 2,5 0,5 0,1 
6 22 314 yx   2,6 4,6 1,8 0,2 

7 22 5,0 yx  + 1 0 2 2,9 0,2 

8 yx
xyyx

2
)1)((


  0 2 1 0,2 

9 
x
yxtg

2cos
   0 2 0 0,2 

10 arcsin x + x – 21 x
xy


 0 1 3 0,1 

11 4,1x – y2 + 0,6 0,6 2,6 3,4 0,2 

12 )1 ( 2 ye + 2 x 0 0,5 0,3 0,05 

13 yx31
1


 + 2y 1,5 2 2,1 0,05 

14 
x2

2  + x + 1 0,1 0,5 1,25 0,05 

15 
x

xy
4

2  – 0,4 3 5 1,7 0,2 
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Глава 5.  ТИПОВОЙ РАСЧЁТ ПО ТЕМЕ  
«ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ» 

 

Теоретические вопросы 

1. Основные понятия теории дифференциальных уравнений. 
Задача Коши дифференциального уравнения первого порядка. Формулировка теоремы суще-
ствования и единственности решения задачи Коши. 
Геометрический способ решения дифференциальных уравнений. Изоклины. 

2. Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными. За-
дачи, приводящие к дифференциальным уравнениям с разделяющимися переменными. 
3. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка и приводящиеся к одно-

родным. 
4. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка, уравнение Бернулли. Метод 

Лагранжа. Метод Бернулли. 
5. Уравнения в полных дифференциалах. Интегрирующий множитель. 
6. Уравнения Клеро и Лагранжа. 
7. Дифференциальные уравнения, допускающие понижение порядка. 
8. Линейное дифференциальное уравнение n-го порядка. 
9. Линейные однородные уравнения.  
10. Теорема о структуре общего решения линейного однородного уравнения. 
11. Достаточное условие линейной независимости решений линейного однородного диф-

ференциального уравнения.  
12. Фундаментальная система решений. Структура общего решения. 
13. Линейное неоднородное дифференциальное уравнение. Структура общего решения. 
14. Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных. 
15. Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициента-

ми. Случай простых корней характеристического уравнения. 
16. Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициента-

ми. Случай кратных корней характеристического уравнения. 
17. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициен-

тами. Метод подбора. 
18. Уравнения Эйлера: однородные, неоднородные. 
19. Системы дифференциальных уравнений. Нормальные системы дифференциальных 

уравнений. Задача Коши для систем дифференциальных уравнений. 
20. Линейные системы дифференциальных уравнений: однородные, неоднородные.  
21. Методы решения нормальных систем: метод исключения, метод интегрируемых ком-

бинаций. 
22. Метод Эйлера для решения однородных систем дифференциальных уравнений. 
23. Методы решений неоднородных систем дифференциальных уравнений: метод Ла-

гранжа, метод подбора. 
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Теоретические упражнения 

1. Какие из следующих уравнений являются дифференциальными: 

?2 6)           ;3 5)     ; )4

;33 3)  ;032 2)        ;02 )1

232

2

vvvv
dt
dvyyy

yyyyy y




 

2. Определить порядок следующих дифференциальных уравнений: 

.02 4)   ; )3

;
cos

1 2)    ;02 )1

22 



yxyxyyyy
x

ytgxyyy
 

3. Сколько постоянных интегрирования имеет общее решение дифференциального урав-
нения первого порядка? Третьего порядка? 

4. Может ли функция ,21 CxCy   где С1 и С2 и — произвольные постоянные, быть об-
щим решением дифференциального уравнения первого порядка? 

5. Проверить, является ли решением дифференциального уравнения         2 yctgxy функция 
у = cos x + 2. 

6. Определить, какие из указанных функций являются  общими решениями уравнения у' = у 
. )  ; )  ; )   ; a) 2 xxxx CeydCeyceybey   

7.  Найти уравнение линии, проходящей через точку М(3; 4) и такой, что угловой коэф-
фициент ее касательной равен отношению абциссы к ординате. 

8.  Написать уравнение линии, на которой могут находиться точки графиков решений 
уравнения ),( yxfy  , соответствующие максимумам и минимумам. Как отличить макси-
мум от минимума? 

9.  Написать уравнение линии, на которой могут находиться точки перегиба графиков 
решений уравнения ),( yxfy  . 

10.  Какие из следующих дифференциальных уравнений являются линейными: 

? )  ;0)1( )  ; ) x
x
yycsstbxyya   

11.  Определить, какая из указанных функций является общим решением дифференци-
ального уравнения :2xy   

? )  ;
3
1 )

; )  ;2 )

3
21

3

2
3

21
3

xxydCxCxyc

CxybCxCxya




 

12.  Известно, что   и 2
21

xx eyey  являются решениями уравнения .023  yyy  

Можно ли утверждать, что xx eCeCy 2
21   — общее решение этого уравнения? 

13.  Тело движется со скоростью .
2

1



t

v  Найти уравнение движения, если s = 0 при t = 0. 

14.  Угловой коэффициент касательной к кривой в каждой ее точке задан функцией  
y = cos x . Найти уравнение кривой, проходящей через точку O(0,0). 
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15.  Ускорение прямолинейного движения материальной точки задано уравнением 

.46  ta  Найти уравнение движения точки, если .с2 при  
c
м  6  ,м5  tSS   

16.  Тело, температура которого 250C, погружено в термостат, в котором поддерживается 
температура 00C. Зная, что скорость охлаждения тела пропорциональна разности между тем-
пературами тела и окружающей среды, определить, за какое  время тело охладится  до 100С, 
если за 20 мин оно охлаждается до 200C? 

17.  Линейное дифференциальное уравнение останется линейным при замене независи-
мой переменной )(tx  , где функция )(t  произвольная, но дифференцируемая достаточ-
ное число раз. Доказать это утверждение для линейного дифференциального уравнения вто-
рого порядка. 

18.  Доказать, что линейное дифференциальное уравнение остается линейным при преоб-
разовании искомой функции 

).()( xzxy    
Здесь z — новая искомая функция, )( ),( xx  произвольные, но достаточное число раз 

дифференцируемые функции. 
19.  Составить общее решение уравнения ,0)(  yxpy если известно ненулевое частное 

решение у1 этого уравнения. 
20.  Показать, что произвольные, дважды дифференцируемые функции  и 

  являются частными решениями линейного дифференциального уравнения 

.
 

  
 

 

 

0

21

21

21





yyy
yyy

yyy
 

21.  Составить однородное линейное дифференциальное уравнение второго порядка, 
имеющее решения .  , 2

21 xyxy   Показать, что функции х и х2 линейно независимы в интер-
вале ( – ∞, + ∞).  

Убедиться в том, что определитель Вронского для этих функций равен нулю в точке х = 0. 
Почему это не противоречит необходимому условию линейной независимости решений ли-
нейного однородного дифференциального уравнения? 

22.  Найти общее решение неоднородного линейного дифференциального уравнения вто-
рого порядка, если известны три линейно-независимые частные его решения .,, 321 yyy  

23.  Доказать, что для того, чтобы любое решение линейного однородного дифференци-
ального уравнения с постоянными коэффициентами удовлетворяло условию ,0)(lim 


xy

x
 не-

обходимо и достаточно, чтобы все корни характеристического уравнения имели отрицатель-
ные действительные части. 
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Расчетные задания 

Задания 1—4. Найти общее решение уравнений. 
Задания 5—8. Решить задачу Коши. 
Задания 9—10. Проинтегрировать уравнения. 
Задание 11. Решить систему. 

В ариант  1  

1.   xx eyye 1 . 2.     0122  dyyydxxx .  

3. 
x
yyyx lncos . 4. yyxyx 42 2  . 

5. .1)2(   ;34 23  yyyxxy  6. ?)1(   ;3)0(   ;2)0(  ;
1

1
2




 yyy
x

y  

7. 1)0(   ;
3
2)0(   ;)( 2  yyyy . 8. 00;10   ;0152  )(y   )y(yyy . 

9. 542510  xyyy .  10. yyx  .                11. 







.43
,2
yxy

yxx
 

В ариант  2  

1. .0
cos2

2




y
dx

x
dye x

 2. .22 xyxyy    

3. .)2( 22 yxyxyxy   4. .21 dyx
yx

dx








  

5. .0)0(   ;)1( 23  yxxyyx  
6. ;0

2
 ;

9
7

2
 ;sin 3 















 yyxy
 

?)5,2( y  
7. .0)0(   ;1)0(   ;1 2  yyyyy  8. .00;10   ;0156  )(y   )y(yyy  

9. .)2(22 xexyyy   10.
 

.24 2xyy         11.  






.
,32

xy
yxx

 

В ариант  3  

1. .
ln

2

y
ey

x

  2.  .x yeyxy  . 

3. .ln 







x
yyyx  4. .2 xxyy   

5. .1)0(   );1()2(  yyyyxyx   6. ?)1(   ;0)0()0(   ;  yyyarctgxy  

7. .0)0(   ;1)0(   ;1
3 







 yy

y
y  8. .100;20   ;034  )(y   )y(yyy  

9. .cos22 xeyyy x  10. .2xyyxy   

11. 







.
,8

xy
yxx
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В ариант  4  

1. .3 xdxdye yx   2. .1)( 23 yyyxxy   

3. .sec
x
yxyxy   4. .yxyy   

5. .0)0(   ;34)1( 2  yxyyx   6. 
   

?)(

 ;0)0(0  ;10  ;
2

  ;sin

0

0





xy

yyyxxy 
 

7. .1)0(  ;0)0(  ;  yyeyy y  8. .00;50   ;032  )(y   )y(yyy  

9. .2sin2 2 xeyyy x  10 .   21 2  xyyx . 

11. 







.23
,

yxy
yxx

  

В ариант  5  

1. .0
sin

sin 
x

dyxtgydx  2. .0)()( 223  dyyyxdxxxy  

3.   .xdydxxyy   4. .322 yxyxy   

5. .1)0(   ;ln4)2(  yydyydxdyyx  6. 
?)

4
5(

  ;1
4

  ;
44

  ;
2sin

1
2






















y

yy
x

y
 

7. .1)0(   ;2)0(   ;01)(2 2  yyyyy  8. .60;2)0(   ;023  )(y   yyyy  

9. ).5(127 4  xeyyy x  10. .xyy   

11. 







.36
,2

yxy
yxx

  

В ариант  6  

1. tgxyy )12(    2. .
x
y

xeyyx   

3. .0)( 22  dxyydxdyxyx   4.   .ln2 2 yyxyyx   

5. 
4

)0(   ;sin)cos2(cos  yydyyxydx   6. 
   

?
2
1  ;

2
1)0(

  ;
4
10  ;

8
90  ;2











yy

yyey x

 

7. .2)0(   ;
2
1)0(   ;

2
1

2  yy
y

y  8. .20;20   ;04  )(y   )y(yyy  

9. xxeyy 535  . 10. .12  yxyx  

11. 







.
,

xy
yx
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В ариант  7  

1. .cos2cossin xxyyx   2. .2yxxxy    

3. .0)1()1( 3233  dyxydxyx   4. .0)34()34( 2222  dyxxyydxyxyx  

5. ).1(
1





 xx
x

yy  6. .0)1(   ;3)1( 2   yexyxyx x  

7.     ?
2

   ;0)0(00   ;sin 






yyyyxxy  8. 

.3)0(
;0)0(   ;0)(2)32( 2




y
yyyy  

9. .80;10  ;0136  )(y   )y(yyy  10. .cos2 2 xeyyy x  
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 6. 
?)

2
( ;

3
2)0(

 ;
9
5)0( ;cossin2 2









yy

yxxy
 

7. .1)0( ;1)0( ;ln2 2  yyyyyyyy  8. .1)0(  ;1)0(  ;096  yyyyy  

9. .2cos32 xxyyy   10. у'' ln х = 2у' 

11. 







.6
,25

yxy
yxx

  

В ариант  27  

1. .)1( 22 xx eyye   2. .993 2

2


x
y

x
yy  

3. ).4/()3( 2 xyxyy   4. .)2( 22 yxyyxyx   

5. .0)0(  ;)1( 23  yxxyyx  6. 
?)( ;0)0(

 ;
16
15)0( ;2)0( ;4cos





yy

yyxy  

7. .1)0(  ;2)0(  ;02 3  yyyyyy  8. .23)0(  ;1)0(  ;02  yyyyy  

9. .1656  xyyy  10. .14 2yy   

11. 







.6
,3
yxy

yxx
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В ариант  28  

1. .03  yyy  2. .)1( 22 dxedyye xx   

3. .2 ye
y
xy x   4. .lnsin yyxy   

5. .yxyyx 1)0(   );6(2   6. 
?)6( ;2)2(

  ;0)1(  ;3)1(  ;2




yy
yyexy x

 

7. .1)0(   ;1)0(   ;32

 yyyyyy  8. .6)0(;2)0(   ;023  y   yyyy  

9. xxeyyy 535  . 10. .xyy   

11. 







.8
,23

yxy
yxx

  

В ариант  29  

1. .322 yxyxy   2.  .x yeyxy   

3. .0)( 2  dyxydxyx   4. .)( 2 ydxdyyx   

5. .1)0(   );1()2(  yyyyxyx  6. ?)1(   ;0)0()0(   ;  yyyarctgxy  

7. .
3
1)0(   ;2)0(   ;02 3  yyyyy  8. .6)0(;1)0(  ;086  y   yyyy  

9. .124 3xeyyy   10. .5xyy   

11. 







.36
,82
yxy

yxx
  

В ариант  30  

1. .1cossin  xyxy  2. 0
3
1)( 32  dxydyyxy .  

3. .0)1(sin3  dyeydxe xx  4. ).ln3( yyyx   

5. .2sin3 yyxyxy   6. 
?)4( ;3)6(

 ;1)0( ;0)0( ;sec




yy
yyxtgxyy

 

7. .5)0(   ;1)0(   ;022  yyyyy  8. .20;50   ;034  )(y   )y(yyy  

9. ).6(127 4  xeyyy x     10. .24 2xyy   

11. 







.
,32

xy
yxx

  



 114 

Пример выполнения типового расчета 

Задание1.  Решить дифференциальное уравнение 
.0)()( 22  dyyyxdxxxy  

Решение. Вынесем в каждом слагаемом левой части уравнения общий сомножитель за 
скобку. Тем самым преобразуем данное уравнение к виду 

.0)1()1( 22  dyxydxyx  
Получим уравнение с разделяющимися переменными. Разделим переменные: 

dy
y

ydx
x

x
11 22 





. 

Проинтегрируем получившееся равенство:  



dy

y
ydx

x
x

11 22 ,  

откуда  Cyx ln
2
1)1ln(

2
1)1ln(

2
1 22  ,   

1
)1( 2

2






y
Cx , или 

.1
1

  
1

1 22
2 











x
Cy

x
Cy  

Ответ.  1
12 





x

Cy  – общее решение.  

Задание 2.  Решить дифференциальное уравнение  
.0)()(  dyyxdxyx   

Решение.  Проверим уравнение на однородность, т.е. выясним: можно ли представить ис-
ходное уравнение в виде 

0),(),(  dyyxQdxyxP , 
где ).,(),( ),,(),( yxQttytxQyxPttytxP    

 )()(),( ),()(),( yxttytxtytxQyxttytxtytxP   
yxyxQyxyxP  ),(,),(  — однородные функции порядка 1 , следовательно, и 

исходное уравнение является однородным. 

Приведем исходное уравнение к виду 







x
yfy . 

yx
xy

dx
dydxxydyyx




  )()( . 

Разделим числитель и знаменатель правой части последнего равенства на х, окончательно 
получим: 

.
1

1
 

x
y

x
y

y



  

Сделаем замену ,
x
yt   откуда  txtyxty   , , уравнение примет вид 

1
1




t
ttxt       

1
1 ;

1
1 ;

1
1 22














t
t

dx
dtx

t
ttttxt

t
ttx . 

Последнее уравнение – уравнение с разделяющимися переменными. Разделим перемен-
ные: 
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1
)1( 2 




t
dtt

x
dx , 

затем проинтегрируем: 

,
11

  ,
1
)1( 222   










t
dt

t
tdt

x
dx

t
dtt

x
dx  

Ctarctgtx ln)1ln(
2
1||ln 2  ,  ,

1
ln||ln

2
tarctg

t

C
x 


  откуда  

.
1

ln |,|ln
1

ln
22 





tх

С
tarctgx

t

C
tarctg  

Выполнив обратную замену, получим 

x
yarctg

x
yх

С


1

ln 
2

2

   
x
yarctg

yx

С


 22
ln ,    или  

 
.lnln 22 Cyx

x
yarctg   

Ответ.  Общий интеграл данного уравнения равен 

.lnln 22 Cyx
x
yarctg   

Задание 3.  Решить дифференциальное уравнение  
.22 4xyyx   

Решение.  Данное уравнение является линейным уравнением первого порядка, так как его 
можно привести к виду )()( xQyxPy  , разделив обе части равенства на х: 

33 2)( ,2)( ,22 xxQ
x

xPxy
x

y  . 

Решим уравнение методом Бернулли. Сделаем замену uvy  , vuvuy  , откуда ис-
ходное уравнение примет вид  

.22 3xuv
x

vuvu   

Так как функции )(),( xvvxuu   выбраны произвольно, то среди них найдутся такие, что 
обратят в нуль выражение xuu / . 
Составим систему дифференциальных уравнений относительно неизвестных функций u и v: 











.2

,02

3xvu

u
x

u
 

Из первого уравнения системы найдем функцию u: 
2,ln2ln,2,2 xuxu

x
dx

u
du

x
u

dx
du

 . 

Из второго уравнения системы найдем функцию v: 

   .,2  ,2 ,2 232 Cxvdxxdvx
dx
dvxvx  

Общее решение исходного уравнения примет вид 
.)( 2422 CxxCxxuvy   

Ответ.  )( 22 Cxxy   – общее решение. 
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Задание 4.  Решить дифференциальное уравнение  
2)(2 xyyyx  . 

Решение.  Разделим обе части исходного равенства на 2х, тем самым приведем уравнение 
к виду  

.
2

2y
x
yy   

Это уравнение Бернулли nyxQyxPy  )()( , где 2,
2
1)(,1)(  nxQ

x
xP . 

Решим уравнение методом Бернулли. Пусть uvy  ,  
vuvuy  , откуда исходное уравнение примет вид 

2

22vu
x

uvvuvu         .
2

)(
22vuvu

x
uuv   

Составим систему уравнений  

 |,|ln||ln  , ,  ,)1
.

2
)2

,0)1

22   



















xu

x
dx

u
du

x
dx

u
du

x
u

dx
du

vuvu

x
uu

 

,
2
1 ,

2
  ,

2
1)2  ;1

222

2

 
x

dx
v
dv

x
dx

v
dv

x
vv

xx
u  

.
)(ln

2,ln2
Cx

vCx





 

Общее решение:     .)ln
2

Cxx
uvy


  

Ответ.  Общее решение уравнения имеет вид   .)ln
2

Cxx
y


  

Задание 5.  Решить задачу Коши 

.1)(  ,
cos

1
 y

x
ytgxy  

Решение.  Данное уравнение является линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением первого порядка вида 

)()( xQyxPy  ,  

где  
x

xQtgxxP
cos

1)(  ,)(  . 

Решим уравнение методом Лагранжа. Сначала найдем решение соответствующего линей-
ного однородного дифференциального уравнения .0 ytgxy   

.  , tgxdx
y

dyytgx
dx
dy

   

Проинтегрировав последнее равенство, получим  

.cos  ,ln|cos|ln||ln  ,ln xCyCxyCtgxdx
y

dy
   

Итак, решение линейного однородного дифференциального уравнения 0 ytgxy  имеет 
вид 

.cos  xCy    
Теперь найдем решение исходного линейного неоднородного дифференциального урав-

нения в виде 
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.cos)(  xxCy   
Найдем функцию )(xC . Для этого продифференцируем y : xxCxxCy sin)(cos)(   ; 

подставим полученную производную у' и функцию у в исходное уравнение: 

,
cos

1cos)(
cos

1cos)(sin)(cos)(  
x

xxC
x

xtgxxCxxCxxC   

  .
cos

)(  ,
cos

)(  ,
cos

1cos)(  
22 x

dxxdC
x

dxxdC
x

x
dx

xdC  

Отсюда .)( CtgxxC   Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид 
.cos)( xCtgxy   

Найдем частное решение при заданных условиях.  
.11cos)(1)(  CCtgy   

xxxtgxy cossincos)1(   — частное решение, удовлетворяющее начальному условию 
1)( y . Его график приведен на рис. 22. 

 
Рис. 22 

Ответ.  Частное решение уравнения имеет вид .cos)1( xtgxy   

Задание 6.  Решить дифференциальное уравнение с заданными начальными условиями 

.
4
1)1(  ,

12
1)1(  ,1)2( 5  yyxy  

Решение.  Это дифференциальное уравнение 2-го порядка, допускающее понижение по-
рядка. Преобразуем его к виду 

.
)2(

1
5


x

y  

Проинтегрируем уравнение последовательно два раза: 

 





 145 )2(4
1)2(

)2(
1 C

x
xd

x
y , 

 



 dxC
x
xdy 14)2(4

)2( .
)2(12

1
213 CxC

x



  

Найдем значения произвольных постоянных С1, С2 используя начальные условия: 

,
12
1

12
1   ,

12
1

)1(12
1)1(  ,

12
1)1( 21321  CCCCy   012 CC  

.0  ,0  ,
4
1

4
1  ,

4
1)1( 211  CCCy  

Частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям, имеет вид  
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.
)2(12

1
3


x

y  

Ответ.  Частное решение .
)2(12

1
3


x

y  

Задание 7.  Решить дифференциальное уравнение с заданными начальными условиями 
.0)1(  ,1)1(  ,13  yyyy  

Решение.  Это дифференциальное уравнение второго порядка, не содержащее явно пере-
менной х, допускающее понижения порядка. 

Понизим порядок уравнения, используя подстановку ppypy    , где ).( ypp   
Имеем 

dyypdp
dy
pdpyppy 333   1  1  , 

  12

2

3 2
1

2
C

y
p

y
dypdp ; 

 121212
2 21  21  21 C

ydx
dyC

y
pC

y
p  ,  

 2

2
121 

y
yC

dx
dy 

 



2

121 yC
ydydx , 

.21
2
1)21()21(

4
1

2
2

1
1

2
1

2
1

2
1

1

CyC
C

yCdyC
C

x  


 

Общее решение уравнения имеет вид 

2
2

1
1

21
2
1 CyC
C

x  , или 
2

11

2
2

2 4
1

2
)(

CC
yСx  . 

Найдем частное решение, используя начальные условия. При х = 1  у = 1, откуда получим 
первое уравнение относительно неизвестных С1, С2: 

121
2
1

21
1

 CC
C

.  

При х = 1,  у = 1  у' = 0.  Подставим эти значения в производную у' = р, получим второе 
уравнение относительно неизвестных С1, С2: 

02
1
1

12  C . 

Решая эти уравнения совместно, получим  

1  ,
2
1

21  CC . 

Частное решение: 1)1( 22  yx .  
 
Ответ: Частное решение: 1)1( 22  yx .  
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Задание 8.  Решить задачу Коши 
.0)0()0(,3)0(,5)0(  ,0  yyyyyy  

Решение.  Задано линейное однородное дифференциальное уравнение 4-го порядка с по-
стоянными коэффициентами.  

Составим характеристическое уравнение и решим его: 

,014 k   
Характеристическое уравнение имеет два действительных различных и два мнимых корня, 
поэтому общее решение исходного дифференциального уравнения имеет вид 

xCxCeCeCy xx sincos 4321   .  
Продифференцируем найденное решение три раза:  

,cossin 4321 xCxCeCeCy xx    
,sincos 4321 xCxCeCeCy xx    
xCxCeCeCy xx cossin 4321   . 

Используя начальные условия, составим систему и найдем константы С1, С2, С3, С4. 

















.0
,0

,3
,5

421

321

421

321

CCC
CCC

CCC
CCC









.322

,522

21

21

CC
CC

 

Отсюда .
2
3,

2
5,2,

2
1

4321  CCCC  Частное решение исходного уравнения имеет вид  

xxeey xx sin
2
3cos

2
52

2
1

  . 

Ответ.  Частное решение xxeey xx sin
2
3cos

2
52

2
1

  . 

Задание 9.  Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее на-
чальным условиям 

.5)0(  ,1)0(  ,)1334(16   yyexyy x  
Решение. Задано линейное неоднородное дифференциальное уравнение 2-го порядка  

с постоянными коэффициентами.  
Общее решение уравнения находится в виде: ,*

0 yyy    
где 0y  — общее решение соответствующего однородного уравнения, 

*y  — частное решение исходного неоднородного уравнения.  
Составим соответствующее однородное уравнение и найдем корни характеристического 

уравнения: 
.4016 ,016 2,1

2 iyy    
Общее решение соответствующего однородного уравнения: 

,4sin4cos 210 xCxCy   
а частное решение имеет вид  

xeBAxy  )(* , 
т.к.  )(,)()( xPexPxf n

x
n

 многочлен первой степени,   = – 1 не совпадает с корнями харак-
теристического уравнения.  

.  ,1  ,1  ,0)1)(1( 4,321
22 ikkkkk 
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Найдем производные частного решения 1-го и 2-го порядка: 

.)(2  ,)( ** xxxx eBAxAeyeBAxAey  





 

Подставим выражения ,*y  *y в исходное уравнение и из полученного тождества  
133416162  xBAxBAxA   найдем коэффициенты А и В методом неопределенных 

коэффициентов: 

.13162  |
,3416  |

0

1





BBAx
AAx

     А = 2, В = 1 

 

Рис. 23 

Тогда xexy  )12(*  и общее решение исходного уравнения примет вид 
.)12(4sin4cos 21

xexxCxCy   
Используя начальные условия 5)0(  ,1)0(  yy , составим систему для вычисления  

постоянных С1, С2: 

51245)0( 2  Cy  
Откуда С1 = – 2, С2 = 1. Подставим эти значения в общее решение, найдем частное реше-

ние (рис. 23) исходного уравнения: 
.)12(4sin4cos2 xexxxy   

Ответ.  xexxxy  )12(4sin4cos2  — частное решение, удовлетворяющее началь-
ным условиям у(0) = – 1, у'(0) = 5. 

Задание 10.  Решить дифференциальное уравнение  

.ln
x
yyyx


  

Решение.  Это дифференциальное уравнение второго порядка, не содержащее явно y. По-
низим порядок уравнения, положив .yz   Тогда zy  ,исходное уравнение превращается в 
однородное дифференциальное уравнение первого порядка 

.ln 







x
zzzx  

Решаем его с помощью подстановки xuz  , откуда uxuz   и исходное уравнение 
примет вид  

  ,11  ,1)0( 1  Cy
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.lnuuuxu    
Разделяя переменные и интегрируя, последовательно находим: 

 ,
)1(ln x

dx
uu

du


  
,lnln1lnln 1Cxu   

xCxC xezeuxCu 11 11
1     ,1ln   . 

Так как  z = у', то последнее уравнение приводится к дифференциальному уравнению пер-
вого порядка, которое решается интегрированием по частям: 

xCxey 11  

 
 xC

e
C

vedvdxduxudxxey xCxC 11
11

1

11 1,,, .22

1

1

1

1

11
Ce

C
ex

C

xCxC






 

Ответ.  Общее решение  .22

1

1

1

1

11
Ce

C
exy

C

xCxC







 
 

Задание 11.  Решить систему дифференциальных уравнений 








.52
,7
yxy

yxx
 

Решение.  Дифференцируем первое уравнение данной системы, получим .7 yxx   
Заменим в получившемся уравнении у' выражением из второго уравнения данной системы:  

.527 yxxx   
В последнем уравнении y заменим выражением ,7xxy   найденным из первого урав-

нения системы. В итоге приходим к дифференциальному уравнению второго порядка отно-
сительно неизвестной функции x(t)  

),7(527 xxxxx    
.03712  xxx  

Это линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами. Составим для него характеристическое уравнение и найдем корни: 

,037122    
,6373662,1 i  

).sincos( 21
6 tCtCex t    

Отсюда находим производную 
).cossin()sincos(6 21

6
21

6 tCtCetCtCex tt    
Подставляя полученные выражения для х и х' и  в  уравнение  у = х' + 7х получим: 

 
  )cossin()sincos(6 21

6
21

6 tCtCetCtCey tt )sincos(7 21
6 tCtCe t   . 

 

Ответ.  













)).sin(cos)sin(cos(

),sincos(

21
6

21
6

ttCttCey
tCtCex

t

t
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ОТВЕТЫ К ЗАДАНИЯМ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 

1.2 
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2
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Сx

y


                                        2. .21
23
23ln

3
1

3
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y

y
y









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


  

3. 05ln55 :Ответ x   Cy .                              4.
32

3
:Ответ 









 


Cxy . 

5. yex C cosln:Ответ  .                                    6. .cos2:Ответ xCy  . 

7. 
2
1

cos
:Ответ 

2


x
Cy .                                         8. Cey x 2)2ln(:Ответ 22  . 

9. 22 11  :Ответ yxC  .                           10. Cxy 324)1( :Ответ 23  . 

11. 





 

3
arcsinsin3 :Ответ xCy .                        12. yxC sin12sin2:Ответ  . 

13. 
  

C
xy

xy


 22 1111
ln:Ответ .     14. .ln :Ответ 

2
yxC

x
y

  

15. .sinln1:Ответ 2)1( 2
ye x                              16. .46:Ответ 32  yarctgxarctg  

17. 1:Ответ  ytgxtg .                                           18. xey 34:Ответ  . 

19. 
Cx

y



8:Ответ .                                              20. 

-kteAA 0:Ответ  . 

21. мин. 60  :Ответ                                                   22.
 

.
100

1AA :Ответ 0

ta






   

23. Cepx 3:Ответ .                                                24.  .
3

2  :Ответ 
2

2

t

t

e
ey(t)




  

 
1.4 

1. .ln:Ответ  
2

x
yC

x
y

                                          2. .cosln:Ответ 







x
y

C
x  

3. C
x
yarctgx 

22
1ln:Ответ .                              4. C

x
yx  2

2

2
1ln:Ответ . 

5. x
x
ytg С

2
:Ответ  .                                            6. 

x
yCx ln:Ответ  . 

7. 




















 1:Ответ 

2

x
y

x
yСx .                         8. C

x
yx 



3

3ln:Ответ . 

9. 2
2

1:Ответ xC
x
y

x
y







 .                           10.

C
x

y

ex



2

2
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11. Сex x
y




ln:Ответ .                                  12. xC
y
x

y
x





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




3

:Ответ . 
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13. 
x
yСx 

2
ln:Ответ .                                    14. ).1(1:Ответ 
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



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



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x  

15. 
 
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yx

-y


 2
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x
yarctgxyС  22ln:Ответ .                    18. 4

2
2:Ответ xC
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y
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y
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

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 . 
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


















x
yCx

x
yarctg                20. .

1
131ln:Ответ 













x
y

C
x  

21.
x
yx arcsinln  :Ответ  .                                     22. .18ln: Ответ 

yx
xCxy



  

23. 22ln:Ответ  yxy .                               24. xC
xy
xy





5
2:Ответ . 

 
1.5.2 

1. ).2sin
2
1(

22
1y:Ответ  Cxxxtg                        2. .ln)

2
(:Ответ 

2

xCxy   

3. .
43

:Ответ 
43

2








  Cxxxy                                4. .1ln-:Ответ Cey x   

5. .1:Ответ  xCy                                                    6. .)(:Ответ 2xx eeСy    

7. .
1

3:Ответ 2 



x

Cxy                                                  8. ).1ln(:Ответ xСey x    
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21 CxCxCxxxeCeCy xx     

22. .
4
1cos

20
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1sin
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3
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3
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 28. .
2
1cos

2
1sin3

3
3sin33

3
3cos33 :Ответ 54

2
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2
1

9
7

3
15cos
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15sin

5
1 :Ответ 43

2
12 CxCxexexСxСy xx   

30. .4sin
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3.5. 
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10
1

5
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3sin
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5
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

КЛАССИФИКАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Дифференциальное уравнение — 
уравнение, связывающее независимые переменные, неизвестную 
функцию, зависящую от этих переменных, и производные (или 
дифференциалы) этой функции: 

0),..., , , ,,...,,( )(
21 21

 n
xxxk k

ffffxxxF . 

                    
                               при  1k :                                                  при  2k :  
 
      

Обыкновенное дифференциальное 
уравнение (ОДУ) 

0),..., ,, ,( )(  nffffxF  

 Уравнение в частных производных 
0),..., , , ,,...,,( )(

21 21
 n

xxxk k
ffffxxxF  

 
при  1n :                                             при  2n :  
 

 
ОДУ первого порядка  ОДУ высших порядков 

Уравнение с разделяющимися пере-
менными )()( ygxfy   

 
ОДУ, допускающие понижения порядка 

Однородное дифференциальное 

уравнение )(
x
yfy   

 Линейное дифференциальное уравнение n-го 
порядка  

)( )()( ...  )( 1
)1(

1
)( xfyxayxayxay nn

nn  
  

Линейное дифференциальное 
уравнение )()( xfyxpy   

  

Уравнение Бернулли 
1,0,)()(  myxfyxpy m  

  

Уравнение в полных дифференциа-
лах – уравнение вида М(x, y) dx  + 

N(x, y) dy  = 0, если 
x
N

y
M

 
 

 
 







  

  

Уравнение Лагранжа  
 0)()()(  yRyyQxyP  

  

Уравнение Клеро  )(yyxy      
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Приложение 2 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Для дифференциальных уравнений высших порядков наряду с задачей Коши представля-
ют большой интерес краевые (или граничные) задачи, в которых условия, налагаемые на ис-
комое решение, задаются не в одной точке, а на концах некоторого отрезка [a, b] и ищется 
решение внутри этого отрезка. Эти условия называют краевыми условиями. Они состоят в 
том, что на обоих концах отрезка [a, b] задаются значения искомого решения или значения 
производных от искомого решения или (в общем случае) линейная комбинация ординат и 
производных решения. 

Задача нахождения решения  дифференциального уравнения, удовлетворяющего задан-
ным краевым условиям, называется краевой задачей. 

Краевые задачи возможны для дифференциальных уравнений второго и высших поряд-
ков. 

Краевая задача для дифференциального уравнения второго порядка  
0),,,(  yyyxF  (1) 

формулируется так: найти функцию у (х), удовлетворяющую дифференциальному уравне-
нию (1) и принимающую при  х = a  и  х = b (a < b) заданные значения у (а) = уа ,  у(b) = уb, т.е. 
необходимо найти такую интегральную кривую данного дифференциального уравнения, ко-
торая проходит через точки  М1 (а, уа), М2 (b, уb). 

Общая краевая задача может иметь решение (одно, несколько или бесконечное множест-
во), а может и вовсе не иметь решения. Так, например, краевая задача 

у'' = 0;  у(0) – у(р) = 1;  у'(0) + у' (р) = 0 
не имеет решений.  

Пример 1. Решить краевую задачу: 
у'' - у = 0;  у(1) = 1;     у'(0) = 0. 

Решение.  Данное дифференциальное уравнение у'' – у = 0 является линейным однород-
ным второго порядка с постоянными коэффициентами.  

Составим для него характеристическое уравнение 
k2 – 1 = 0. 

Корни  k1 = –1,  k2 = 1 — простые действительные числа, поэтому общее решение данного 
линейного однородного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами  
(п. 2.3.1)  

хх еСеСху  21)(  
 хх еСеСху  21)( . 

Полагая в последнем равенстве х = 0  и  х = 1, учитывая краевые условия, получим для на-
хождения значений постоянных С1 и С2 неоднородную линейную систему: 

С С
С е С е

1 2

1 2
1
0

1
 
 







;
.

          
       

Определитель этой системы 

0
11 1
1 


 

 ее
ее

, 

следовательно, она имеет единственное решение: 
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С
е е

С
е е

1 1

2 1

1

1



















;

.

            

          
 

Подставляя найденные значения С1 и С2 в общее решение, получим решение заданной 
краевой задачи: 

у х е е
е е

х х

( ) 





1
. 

 
Пример 2. Задача о критических скоростях. 
Найти критические скорости тонкого вращающегося вала длиной l. Радиус поперечного 

сечения вала a, сила тяжести Р, модуль упругости материала Е. 
Решение. При увеличении угловой скорости вращающегося вала от щ0 = 0  до некоторого 

предельного значения щ = щ1 (щ1 — критическая угловая скорость) вал сохраняет свою пря-
молинейную ось. 

В момент достижения критической скорости щ1 вал искривляется и начинает «бить», при 
дальнейшем увеличении щ биение прекращается, а затем вновь возникает при достижении 
второй критической скорости щ 2, и так периодически.   

При вращении изогнутого вала на каждый его элемент действует центробежная сила, ко-
торую можно считать непрерывно распределённой нагрузкой. 

На элемент вала dо (рис. 1)  действует центробежная сила 
F = m щ 2з, 

где m — масса элемента dо;  щ — угловая скорость вращения;  з — прогиб, равный радиусу 
вращения элемента dо. 

 

Рис. 1 
 

Сила тяжести элемента  dо  равна  
l
P dо,  масса:  m =

lg
P
 

dо,  элементарная центробежная си-

ла:  d F = 
lg

P
 

 щ 2 з dо. 

Прогиб з является функцией координаты о, определяемой уравнением упругой линии 

f (о) = 
lg

P
 

 щ 2 з 

Тогда элементарная центробежная сила  равна: 

d F = f (о) d о = 
lg

P
 

 щ 2 з dо. (1) 

Момент силы (1) относительно произвольного сечения B(x, y) 
d F (х – о) = (х – о) f(о) dо. 

  l 

          x 

B(x, y) 
    y 

   y 
    d

          x 
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Изгибающий момент  

М =  
x

dfх
0

)()(   (2) 

Дифференцируем выражение (2) дважды по параметру х: 

    
xxx x

dfxxfxxfdfdfdfх
dx
d

dx
dM

000 0

)()()()()()(  ; 

).())((
0

2

2

xfdf
dx
d

dx
Md x

    

Таким образом, получили 

)(2

2

xf
dx

Md
 . (3) 

На основании равенства (1) имеем 

f (х) = 
lg

P
 

 щ 2у. (4) 

Поэтому из (3) и (4) получим: 

y
lg

P
dx

ydEJ
dx
d

dx
Md 2

2

2

2

2

2

2

 









 ; 

y
lg

P
dx

ydEJ 2
4

4

 
 . 

Дифференциальное уравнение упругой линии имеет вид 

0
  

2
4

4

 y
lgEJ

P
dx

yd  , (5) 

где  J — момент инерции площади сечения вала. 
Обозначим  

24

  


lgEJ
Pq  . 

Дифференциальное уравнение (5) примет вид 

04
4

4

 yq
dx

yd . (6) 

Это линейное однородное дифференциальное уравнение четвёртого порядка. Решим его. 
Составим характеристическое уравнение 

k4 - q4 = 0; 
(k2 - q2) (k2 + q2) = 0; 

(k - q) (k + q) (k2 + q2) = 0. 
Его корни  k1, 2 = ± q,  k3, 4 = ± i q.  
Тогда общее решение дифференциального уравнения (6) примет вид: 

qxCqxCeCeCy qxqx sincos 4321   . (7) 
Для определения постоянных интегрирования С1, С2, С3, С4 введём краевые условия. На 

опертых концах вала прогиб и кривизна оси вала равны нулю.  
Получим следующие краевые условия: 

при х = 0 у = 0; 

при х = 0 02

2


dx

yd ; 

при х = l у = 0; 
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при х = l 02

2


dx

yd . 

Дифференцируем общее решение (7) дважды по параметру х: 

qxqCqxqCqeCqeC
dx
dy qxqx cossin 4321   ; 

qxqCqxqCeqCeqC
dx

yd qxqx sincos 2
4

2
3

2
2

2
12

2

  . 

Учитывая краевые условия, получаем следующую систему уравнений: 





















.sincos0
               ;sincos0
              ;0sin0cos0

                              ;0sin0cos0

2
4

2
3

2
2

2
1

4321

2
4

2
3

2
2

2
1

4321

qlqCqlqCeqCeqC
qlCqlCeCeC

qCqCqCqC
CCCC

qlql

qlql   

  





















          .0sincos
          ;0sincos

                                        ;0
                                        ;0

4321

4321

321

321

qlCqlCeCeC
qlCqlCeCeC

CCC
CCC

qlql

qlql  (8) 

Складывая и вычитая два первых уравнения последней системы (8), получим: 








      .0
;0

3

21

С
СС     

  







      .0
;

3

21

С
СС  (9) 

Аналогично, складывая и вычитая два последних уравнения системы (8), получим: 






 

  .0sincos
        ;0

43

21

qlCqlC
eCeC qlql

 (10) 

Подставим значения (9) в равенство (10): 






 

                 .0sin
        ;0

4

11

qlC
eCeC qlql

   





 

                 .0sin
        ;0)(

4

1

qlC
eeC qlql

 

Так как  l ≠ 0,  q ≠ 0, то   qlql ee  ≠ 0. Поэтому 
















          .0sin
                    ;0
                    ;0
                    ;0

4

3

2

1

qlC
C
C
C

 

Если С4 = 0, то уравнение упругой линии вала 
у = 0,  

т.е. упругая линия совпадает с осью ОХ  и вал не искривлён. При искривлении вала необхо-
димо, чтобы С4 ≠ 0, но также необходимо, чтобы 

sin ql = 0.  
Отсюда ql = kр, т.е.  

q = 
l

k , где k  Z.  

Если  k = 0, то q = 0 и уравнение упругой линии вала имеет вид у  = С1 +С2 + С3 = 0, т.е. вал 
прямой. 

При остальных значениях q  вал искривляется. В этих случаях (при q = q1 = р/l, q = q2 =  

= 2
l
 , ...) уравнение упругой линии вала имеет вид   
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у = С4 sin qх. 
Упругая линия будет синусоидальной: 





















          ....

          ;3sin

          ;
2

sin

          ;sin

4

4

4

x
l

Cу

x
l

Cу

x
l

Cу







 

содержащей по длине вала одну, две, три и т.д. полуволн. 

Таким образом, при критическом значении q кр = 
l

k  найдём критические скорости.  

Если q = q кр,   = кр, то 
2

р
4

р   кк lgEJ
Pq    

(т.к. 24

  


lgEJ
Pq  )   

4

44

l
k  2

р  кlgEJ
P    3

44
2

р   
 

lт
gkEJ

к
     

lт
gEJ

l
k

к   
 

  

22

р
  . 

Минимальная критическая скорость при  k = 1 равна: 

lт
gEJ

lк   
 

  

2

р1

  . 
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Приложение 3 

РЕШЕНИЕ ПРИКЛАДНОЙ ЗАДАЧИ НА КОМПЬЮТЕРЕ 

В качестве примера использования дифференциальных уравнений в практической дея-
тельности рассмотрим решение одной из основных задач теоретической механики — иссле-
дование движения материальной точки. 

Теоретическая механика являе тся одной из первых общетехнических дисциплин, в кото-
рой студенты самостоятельно составляют математические модели механических систем и 
проводят их исследования. При исследовании движения материальной точки необходимо 
составить дифференциальное уравнение относительного движения материальной точки и 
найти его общее решение. Решение задания при помощи компьютера дает возможность уп-
ростить вычисления и оценить правильность проведенного расчета. 

Постановка задачи 
Тело А движется поступательно параллельно вертикальной плоскости у1О1Z1. Шарик М, 

рассматриваемый как материальная точка, перемещается по цилиндрическому каналу тела А. 
Нужно найти уравнение относительного движения этого шарика x = f(t), приняв за начало 
отсчета точку О. Найти также координату х при заданном значении t = t1. 

 
    х 
  еФ  

 
 
 

 
 

 
  G  
  P  

 
Рис. 2 

 
Введем следующие обозначения: 

m — масса шарика;   — постоянная угловая скорость кривошипов;  

c — коэффициент жесткости пружины, к которой прикреплен шарик; 

0l  — длина недеформированной пружины;  

f — коэффициент трения скольжения шарика по стенке канала;  

х0 и х'0  и — начальная координата и проекция начальной скорости на ось X. 

В таблице приведены исходные данные задачи. 

   
         
       
                   

О2 

ц 

О1 у 

ав 

В 

А Z1 

ц 

М 

О у1 

r 
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Исходные данные 
Таблица 

  Начальные дан-
ные     

M, кг  , рад/с х0, м х'0, м/с t1, c C, Н/м l0, м r, м 

0.05 4р 0.2 – 0.5 0.2 20 0.4 0.1 

Решение задачи 
Свяжем с телом А подвижную систему ОХУ, направив вдоль канала. Поступательное 

движение тела А является переносным движением для шарика М. 
Движение шарика вдоль трубки является его относительным движением. Для случая по-

ступательного движения относительное движение точки определяется уравнением 
  .eir ФPam  

К шарику М приложены силы: сила тяжести, реакция пружины P и нормальная реакция 
стенки трубки N .  

Поскольку движение механической системы происходит в плоскости 111 ZOy , реакция N  
лежит в этой плоскости. Переносная сила инерции еФ  направлена противоположно перенос-
ному ускорению шарика ea . Переносное движение является поступательным, а при поступа-
тельном движении тела ускорения всех его точек равны по величине. Следовательно, для оп-
ределения переносного ускорения ea  точки М достаточно определить ускорение любой точ-
ки тела А. 

Рассмотрим точку В, принадлежащую телу А и кривошипу О1В. При постоянной угловой 
скорости щ ускорение точки В равно центростремительному ускорению 

Bb aa  . 
Величина этого ускорения .2 ra B    Переносное ускорение точки М ea .2 ra B   

Модуль переносной силы инерции .ee amФ   Основное уравнение относительного движе-
ния точки М будет иметь вид  

eer ФNPGam  .  
Запишем это уравнение в проекции на ось Х: 

.sineФPGxm    
С учетом того, что ,  , mgGt   имеем  

)()sin( 0
2 lxcmgtrmxm   . 

Или, окончательно, получим  

)()sin( 0
2 lx

m
сgtrx   . (1) 

Это линейное неоднородное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Приведем его к виду 

m
cl

gtr
m
cxx 02 )sin(   . (2) 

Решение уравнения найдем методом неопределенных коэффициентов. 
Общее решение уравнения (2) будем искать в виде:  

*
2

*
10 xxxx  , (3) 

где  0x  — общее решение соответствующего однородного уравнения; 
*

1x , *
2x  — частные решения неоднородного уравнения.  
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Составив характеристическое уравнение  

02 
m
с

 ,  

найдем .20   ,20 21 ii     Тогда, .20sin20cos 210 tCtCx   

Частные решения *
1x  и *

2x найдем в виде: 

tBtAx  cossin*
1  ,   .*

2 Сx    

Вычисляя производные 
 *

1
*

1 , xx , 
*

2x ,
*

2x  методом неопределенных коэффициентов, най-
дем 

)25(10
 

)π10(25
π

2

2

2

2








A = 06521,0

)25(10
 2

2






 , .

2000
7513755.0 B   

Общее решение уравнения (2) примет такой вид:  

.
2000
751

)25(10
4sin 20sin20cos 2

2

21 





 ttCtCx  (4) 

Нахождение коэффициентов С1, С2  производится с использованием начальных условий 
уравнения 

,2.0)0( x  5.0)0( x , 
где 0)0( xx  , а 0)0( xx   (см. табл.) и дает такие результаты: 

.0659,0  ,1755,0 21  CC   
Тогда частное решение  уравнения (4) примет вид: 

.3755,0t40,06521sin20sin0659,020cos1755,0  ttx  (5) 
Как видим, процесс нахождения решения дифференциального уравнения (1) связан с гро-

моздкими вычислениями, поэтому для ускорения процесса вычисления, используем матема-
тические системы  Maplе и MathCAD. 

Заметим, что, для аналитических вычислений предпочтительнее использовать Maple. Чис-
ленное и графическое решения удобнее находить, применяя математический пакет MathCAD.  

Аналитическое решение уравнения (1) в системе Maple.  
Сначала зададим исходные данные задачи таблицы следующим образом:  

 
m:=0.05; - масса шарика; 

 := m .05  
w:=4*Pi; - угловая скорость; 

 := w 4   
> c:=20; - коэффициент жесткости; 

 := c 20  
> lo:=0.4; - длина пружины;  

 := lo .4  
> R:=0.1;  

 := R .1  
> g:=9.8; - ускорение свободного падения; 

 := g 9.8  

Решение дифференциальных уравнений самых различных типов — одно из достоинств 
этой математической системы. Среди прочих функций, содержащихся в инструментальном 
пакете Maple  Detools, рассмотрим функцию dsolve(dens,vars,options).  

Функция dsolve(dens,vars,options) применяется в Maple для решения дифференциальных 

уравнений. Параметр dens включает одно уравнение или систему уравнений, начальные ус-
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ловия (если они заданы), а при решении краевых задач — краевые условия; vars  содержит 

переменные, входящие в состав уравнения; options задает один из методов решения: 

 аналитическое решение (принято по умолчанию); 

 решение в явном виде;  

 решение через преобразование Лапласа;  

 решение в виде ряда;  

 решение в численном виде (опция numeric).  

В частности, решение уравнения (1) с применением этой функции имеет вид: 

 

>dsolve(diff(x(t),t$2)=w^2*R*sin(w*t)-g-(c/m)*(x(t)-lo),x(t)); 

( )x t   _C1 ( )sin 20 t _C2 ( )cos 20 t 1
10

 2 ( )sin 4  t
 2 25

751
2000  

Последняя строка  содержит найденное при помощи Maple общее решение уравнения (1). 

Нахождение значений постоянных интегрирования С1 и С2 в пакете Maple выглядит сле-

дующим образом: 

 

> xo1:=x(0)=0.2; 

> xo2:=D(x)(0)=-0.5; 

 dsolve({diff(x(t),t$2)=w^2*R*sin(w*t)-g-(c/m)*(x(t)- 

–lo),xo1,xo2},x(t)); 

 

( )x t   
1

200
( ) 4  3 5  2 125 ( )sin 20 t

 2 25
351

2000 ( )cos 20 t 1
10

 2 ( )sin 4  t
 2 25

751
2000  

— частное решение данного дифференциального уравнения, вычисленное в Maple, 

где  21_ CC 0659.0
)25(200

)12554(
2

23






 ,  12_ CC ,1755,0

2000
351

  

А = ,06521,0
)25(10

 2

2






  В .

2000
7513765,0   

К сожалению, построить график полученного аналитического решения с использованием 
Maple, без задания опции numeric не представляется возможным. Для построения графика 
решения дифференциального уравнения необходимо решить его численным методом. Опция 
numeric, введенная в функцию dsolve, позволяет найти численное решение этого дифферен-
циального уравнения. 

Ниже рассмотрим численные решения дифференциального уравнения (1) в разных мате-
матических системах: Maple и MathCAD. 
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Решение уравнения (1) методом Рунге-Кутта в системе Maple 

При использовании опции numeric решение возвращается в виде специальной процедуры 
rkf45, реализующей по умолчанию метод решения дифференциальных уравнений Рунге-
Кутта порядка 4 и 5. 

В список параметров функции dsolve можно явным образом включить указание метода 
решения.  

Например, опция method=dverk задает решение методом Рунге-Кутта порядка 7 и 8.  
С помощью опции ‘abserr’=aerr  можно задать величину абсолютной погрешности изме-

рения. 
Таким образом, в математической системе Maple  численное решение уравнения (1) с вы-

водом графика полученного решения может иметь следующий вид:    
> F:=dsolve({diff(x(t),t$2)=4*Pi^2*0.1*sin(4*Pi*t)- 
– 9.8-(20/0.05)*(x(t)-0.4),x(0)=0.2,D(x)(0)=-0.5},x(t),numeric); 

 := F proc ( )  ... end procrkf45_x  
> F(0);               
-вывод заданных начальных условий  







, ,t 0 ( )x t .2 



t ( )x t -.5  

 plots[odeplot](F,[t,x(t)],0..0.2,labels=[t,x]); 
 

График полученного решения представлен на рис. 3. 
 

 

Рис. 3 
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Решение уравнения (1) методом Рунге-Кутта в системе  MathCAD 

На рис. 4 и 5 представлен документ, реализующий в математической системе MathCAD 
метод Рунге-Кутта для решения уравнения (1), предварительно приведенного к виду (2).  

Начало документа представлено на рис. 4, конец документа — на рис. 5. 

 

Рис. 4 

Анализируя график (рис. 3), можно сделать вывод о характере движения точки, описы-

ваемой дифференциальным уравнением )()()()( tCtBxtxAtx  . Сравнивая аналитическое 

и численное решения уравнения, убедимся в их почти полном совпадении. 

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения 
вида 
                               x"(t)+Ax'(t)+Bx(t)=C(t) методом Рунге-Кутта 

Задание табличных данных

m 0.05 w 4  c 20 lo 0.4 R 0.1 g 9.8

C t( ) w2 R sin w t( ) g( )
c lo

mA 0 B
c
m

Задание параметров A, B и C(t)
n 50

startt 0 endt 0.2 Заданы пределы t и число точек решения n

initx 0.2 initx' 0.5 Заданы начальные значения x и x'

 шаг интегрированияh
endt startt

n
h 4 10 3

x1 t( ) 0.1755cos 20 t( ) x2 t( ) 0.0659sin 20 t( )

x4
751
2000x3 t( ) 0.06521sin 4  t( )

Задание точного решения уравнения, полученного с помощью    Maple:

x5 t( ) x1 t( ) x2 t( ) x3 t( ) x4
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Рис. 5 
 

Если невозможно найти точное решение дифференциального уравнения (т.е. в аналитиче-

ском виде), то с заданной точностью можно отыскать его приближенное (численное) реше-

ние, в том числе при помощи  какого-нибудь математического пакета, например, Maple или 

MathCAD.  

Реализация приближенного решения методом Рунге-Кутта

G t x z( ) C t( ) B x A z( )

K1 t x z h( ) G t x z( )

k1 t x z h( ) z k2 t x z h( ) z .5 h K1 t x z h( )

K2 t x z h( ) G t .5 h x .5 h k1 t x z h( ) z .5 h K1 t x z h( )( )

k3 t x z h( ) z .5 h K2 t x z h( )( )

K3 t x z h( ) G t .5 h x .5 h k2 t x z h( ) z .5 h K2 t x z h( )( )

k4 t x z h( ) z h K3 t x z h( )
Формулы решения методом 
Рунге - Кутта  

K4 t x z h( ) G t h x h k3 t x z h( ) z h K3 t x z h( )( )

rk t x z h( )
h
6

k1 t x z h( ) 2 k2 t x z h( ) 2 k3 t x z h( ) k4 t x z h( )( )

rK t x z h( )
h
6

K1 t x z h( ) 2 K2 t x z h( ) 2 K3 t x z h( ) K4 t x z h( )( )

t0 startt j 0 n 1 t j 1 tj h

Рекуррентные 
формулы 
Рунге-Кутта в
 векторной форме

Вектор начальных условийx0

z0

initx

initx'

x j 1

z j 1

x j rk t j x j z j h

z j rK t j x j z j h

k 0 n

L floor min x( ) .5( ) U ceil max x( ) .5( )

Графики точного и приближенного решений уравнения (Графики 
координаты относительного движения точки от времени)

0 0.05 0.1 0.15

0.5

1

xk

x5 tk

tk

U 2

L 1

U=2 - Значение верхнего предела зависимости x(t)

L=-1- Значение нижнего предела зависимости x(t)
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